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CAPITOLUL |

MULTIMI SI STRUCTURI

1.1. Corpul numerelor complexe

Este cunoscut faptul ca pe multimea numerelor reale, 3, se poate defini o
structura algebrica cu ajutorul operatiilor de adunare si inmultire astfel
incat sa putem spune ca tripletul (3, +,-) formeaza un corp comutativ.

Sa consideram multimea perechilor ordonate de doua numere reale
notata cu 3%,

32=3x3 ={(x, y) | x €3 siye3}

pe care sa definim operatiile de adunare si inmultire intre doua elemente
ale acestei multimi in felul urmator.

Pentru orice (x1, y1) si (X2, Y2) €3 avem
{x1,y1)+(x2,y2):(x1 +X2,Y1 1Y)
(X1 Y1) (X2, ¥2) = (X4X5 =Y 4Y2, XqY 2 + X,¥4)

(1.1)

Multimea 3% pe care am definit aceste operatii conform rela-
tiilor (1.1) o numim multimea numerelor complexe si o notam cu V.

Elementele acestei multimi le vom nota fie ca perechi ordonate, fie cu o
singura litera ca de exemplu
z=(X,y) eV.

Se poate arata ca operatiile (1.1) confera multimii V o structura de corp
comutativ notat prin tripletul (v, +, -). Se verifica cu ugurinta ca sunt
indeplinite urmatoarele proprietati:
) (¥, +) este grup abelian
1) pentru orice z4, z5, Z3 € V¥V avem

(Z1+2Z2)+23=21+ (22 +23)
2) pentru orice z4, z; € V avem

Z1tZo=20 + Z4
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3) exista elementul e € V, numit element neutru, astfel incat pentru
orice z € V este indeplinita relatia
z+e=e+z=2z

Se arata ca
[e=(0,0) | (1.2)
4) pentru orice z €V, exista elementul ZZ €V, numit simetricul lui z astfel
incat

z+zZ=2+z=e
Se arata ca daca z = (x, y) atunci
[Z=(x,y) | (1.3)

II) (V¥,*) are proprietatile
1) pentru orice z4, z», z3 €V avem
(Z1 Zg) Z3=2Z4 (22 Z3)
2) pentru orice z4, Zz, € V avem
Z123=23 Z4
3) exista un element e € V, numit element neutru, astfel incat pentru
orice z e V avem
z-e=e-z=2
Se arata ca
[e=(1,0) | (1.4)
4) pentru orice z €V, are z=(0,0) exista un element z’ €V astfel incat
z-Z2=2-z=e€
In acest caz, se arata ca

1 X _y
Z:(x2+y2’xz+y2] (1.5)

) Distributivitatea tnmultirii fatd de adunare

Astfel, pentru orice trei elemente z1, z,, z3 € V sunt indeplinite relatiile:
Z1(22 + Z3) =212y + 2123
(Z1+ 22)23 =2Z42Z3 t ZyZ3

Fie o multime a multimii numerelor complexe, notata v; c v
Vy={zeV|z=(x,0),x €3} (1.6)

Cu usurinta, putem observa ca intre multimile 3 si V5 se poate stabili o
corespondenta biunivoca care pastreaza operatile de adunare si
inmultire.

Astfel daca:
{Xe < (xP) e < Oh
yeB e (YD) e
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atunci putem afirma ca:
X+ye3<:>(X,0)+(y,0)=(X+y,O)€V3
Xy€3©(x!0)(y’0)=(xy’0)ev3

Prin urmare, orice numar real x € 3 poate fi privit ca numar complex de
forma (x, 0) € V;

Putem face observatia ca pentru orice a € 3 si orice (x , y) € V are loc
relatia

[a(x,y)=(oax,ay) | (1.7)

deoarece: a (x , y) = (o, 0) (x , y) = (ax , ay) conform operatiei de
inmultire definita in (1.1)

Avand in vedere rezultatul (1.7), putem pune in evidenta forma algebrica
a numerelor complexe:
z=(x,y)=(x,0)+(0,y)=x(1,0)+y(0,1)=x+iy

dacanotam (1,0)=1si(0,1)=i
|z=x+iy \ (1.8)

Putem folosi si notatiile:
{x =Re z (parteareald a lui z)

y =Imz (partea imaginara a lui z)

Reamintim pentru numerele complexe z = (x, y) = x +iy € V urmatoarele
notiuni care sunt bine cunoscute:

- conjugatul lui z Z=(X,-y)=x—-iy

- modulul lui z |z | = x* +y?

- argumentul lui z ca fiind numarul real 6 € [-r , +xn] unic determinat,
definit de egalitatea:
|z=|z]|(cos 0 +isin0) | (1.9)

care reprezinta forma trigonometrica a numarului complex z.

Daca avem in vedere formulele lui Euler,
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cos 0 =

sin 0 =

(1.10)

din expresia (1.9) putem obtine forma exponentiala a numerelor

complexe.

z=|z|(cosb+isin0)=|z|[

deci:
[z=1z]e® |

1 =|z|e"

(1.11)

Pentru numerele complexe, se pot demonstra urmatoarele relatii:

|z] =0 & z=0
[z+w|<]z] +|w]|
lzw|=[z]-|w]|

|z| =|-z|=| 27|
1zP=z-z
z"=|z|"(cosnd +isinnd)
|IRez| <|z| si|lmz|<|z]

|z| <|Rez|+|Imz]

[zl -Iwl[<|z] +|w]
z-z =1 daca |z| =1
Zrw=z+w
Zw=z-w

n n n
z,=[ ]Iz llcos) 6, +isin> 6]
j 1 =1 =1

=1 j=
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1.2. Punctul de la infinit in V

Tn 3% consideram sistemul de axe (£, n, () si sfera de ecuatie

RIS

cunoscuta sub denumirea de sfera lui Riemann
- .

N(0.0.1)
P N0

n=y

M(x.y)

&=x

Identificam planul (£0n) cu planul (xOy) in care orice numar complex z =
X + iy € V il reprezentam prin imaginea lui geometrica, adica prin punctul
M(x, y). Acesta il numim plan complex.

Vom incerca sa stabilim o corespondenta biunivoca intre punctele acesei
sfere si punctele planului complex. Acest lucru se poate realiza prin
proiectie stereografica. Astfel, corespondentul punctului P(§, n, {)
apartinand sferei, este punctul M(x, y) obtinut prin intersectia dreptei NP
cu planul (xQOy).

Geometric, se pot pune in evidentd urmatoarele relatii intre coordonatele
punctului P(§, n, £) si coordonatele punctului M(x, y )

11
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~ X B y o xP+y?
- 2 2 - 2 2 - 2 2
1+X° +y 1+ X +y 1+X° +y 2.2)
x=-2; y=T
1- 1-¢
Definitie:

Punctul de la infinit in vV este corespondentul in planul
complex al punctului N(0, 0, 1) prin proiectie stereografica. Putem
face precizarea ca este vorba de un punct fictiv, nefiind un numar
complex definit prin cele doua operatii (adunare si inmultire).

Totusi vom folosi operatiile:

Z+ =0 (V)zeV

Z 0= (VYzeV,z#0
Zz_ (V)zeV

e 0]

z

=" (V)zeV,z#0

Vom nota cu <=V U {o0}

1.3. Structura de spatiu vectorial pe 3"

Notam prin E" =B xEx...xEL, multimea ale carei elemente sunt
nori

grupuri ordonate de n numere reale.
3= X =(X1, X2, ..., Xp)X1 €3,X2 €3, ..., X € 3}

Multimea 3" este un spatiu cu n dimensiuni, iar elementele sale se

numesc puncte. Daca x = (X1 , X2 , ..., X,) este un punct din 3", numerele
reale x4 , X2 , ..., X, S&€ numesc coordonatele sau proiectiile pe axe ale
punctului x.

Pe spatiul 3" vom defini urmatoarea structura algebrica.

| ) Adunarea, operatie efectuata cu ajutorul a doua puncte din 3".
Daca: x = (X1 , X2 , ..., Xp) € 3"
y=(y1.,Y2,...,yn) € 3"

12
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Atunci:

[X+y=(x +y1,Xo* Yo, .Xa *yn) €3" | (3.1)

Se verifica ca (3", +) este grup abelian

1) pentru orice x, y, z € 3",
(x+y)+z=x+(y+2z)

2) pentru orice x, y € 3",
X+y=y+X

3) exista e € 3" astfel incat pentru orice n € 3" avem
X+te=e+x=Xx

Se obtine
le=(0,0,...,0) |
4) pentru orice x = (X1 , X2, ..., X) € 3" existd x’ € 3" astfel incat

x+xX=x+x=e

Se obtine
X = (X1, X2, «ury -
Xn)
) I"nmul,tirea cu scalari, adica un punct x = (X; , X2 , ..., Xp) € 3" se

inmulteste cu un numar a € 3 numit scalar, astfel

| ax = (0Xq , aXz , ..., 0Xg) € 3" | (3.2)

Aceasta operatie verifica urmatoarele proprietati:

5) pentru orice o € 3 si orice x, y € 3",
a(x+y)=ax+ay

6) pentru orice o, B € 3 si orice x € 3",
(o + B) x = ax + pBx

7) pentru orice a, B € 3 si orice x € 3"

(aB)x=a (Bx)

8) exista un element 1g e 3 astfel incat pentru orice x € 3" sa avem
15 X=X

13
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Definitie:

Multimea 3" pe care s-au definit cele doua operatii cu
proprietatile semnalate poarta denumirea de spatiu vectorial real
sau spatiu vectorial peste corpul de scalari 3, notat 3" 5.

in acest spatiu vectorial, punctul x = (X1 , X2 , ..., Xs) € 3" Il numim vector,
iar numerele reale x4 , X2, ..., Xn e numim componentele vectorului x.

Pentru exemplificare, sa aratam la ce revine adunarea vectorilor gi
inmultirea vectorilor cu scalari in spatiul vectorial cu doua dimensiuni

32,5.

Dacd x = (X1 , X2) Si Yy = (Y1 , y2) sunt doud puncte din 32, punctul x + y
este al patrulea varf al paralelogramului cu celelalte trei varfuri in O, x si 'y
(Fig. 1)

yA
XY
X2 ........ ).S'"’
y2 Y IX} .-; ......... E:y
ol x X
- Figura 1 -
&
¥
Pk
L
0
e >
a7 §
ey
- Figura 2 -

14
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Daca se identifica punctul x cu vectorul sdu de pozitie X, coordonatele x1
Si X, ale punctului x sunt componentele vectorului X

Prin urmare, adunarea punctelor din plan se face dupa regula
paralelogramului, asa cum este definita in fizica adunarea vectorilor.

Inmultirea cu scalari, ax, revine la amplificarea lungimii vectorului X cu

la|, pastrand sensul vectorului daca o >0, sau schimbandu-i sensul daca
<0 (Fig. 2).

1.4. Produsul scalar pe 3"

Definitie:
Pe spatiul vectorial 3"/3 spunem ca am definit un produs
scalar, daca am determinat o aplicatie
<,>:3"x3" > <x,y>e3,
aplicatie care trebuie sa indeplineasca conditiile:
1) <ax +By,z>=a<x,z>+p<y,z>
<X,ayt+Pz>=0<x,y>+p<x,z>
pentru orice x, y, z € 3" si orice o, B € 3
2)<x,y> =<y, x>
pentru orice x,y € 3"
3) <x , x> > 0 pentru orice x € 3"
<x,x>=0 < x=(0,0,...,0) e 3"

Se verifica ca in 3", 5 produsul scalar se poate defini astfel:
X=(Xq,Xz2, ..., Xp) € 3"
=(Y1,Y2, .., Yn) € 3"

<X,y>= ZXKYk (4.1)
k=1

Definitie:
Se spune ca doi vectori x si y € 3" sunt ortogonali, daca
<x,y>=0.

De exemplu, vectorii din 3"

15
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e, =(1,0,...,0)
e, =(0,1,..,0) 4.2)
e, =(0,0,..,1)

formeaza un sistem ortogonal de vectori in 3" deoarece

O,pt.i=]j
<ei,ej>:{ P 'i..]
1,pt.i=]

Introducerea produsului scalar atribuie multimii 3" o structurad
suplimentara fata de structura de spatiu vectorial obisnuit.

Definitie:
Spatiul vectorial 3" /g pe care s-a definit un produs scalar se
numeste spatiu euclidian.

in spatiul euclidian 3" se demonstraza ca pentru orice doi vectori nenuli x,
y € 3" are loc inegalitatea Cauchy — Schwarz,

kx,y> <J<x,x>4<y,y> (4.3)

Prin explicitarea modulului in expresia (4.3) putem scrie:

<X,y >

-1< <1
V<X, X > /<y, y > (4.4)

Definitie:
Unghiul dintre vectorii x si y € 3" este numarul ¢ € [0, 7] unic
determinat, dat de expresia

<X,y >

cos ¢ =
i V<X, x> \J<y,y>

(4.5)

V4
Evident pentru ¢ = E rezultd <x , y> = 0 conditie ce justifica definitia pe

care am dat-o vectorilor ortogonali.

16
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1.5. Norma pe 3"

Definitie:
Pe spatiul E"/2 spunem cd am definit o normd, dacid am

determinat o aplicatie
-] :3"—>3"

care unui vector x e 3" ii asociaza numarul pozitiv || x || € 3%, aplicatie
care indeplineste conditiile:
1) || x || = O pentru orice x € 3"
Ix|=0<x=0E"
2) ||ax|=|a]|-| x| pentru orice x € E" siorice a € 3
3)Ix+yll<|x]| +]|yl pentru orice x,y e E"

Definitie:
Spatiul vectorial ”/ pe care s-a definit o norma se numeste
spatiu normat.

Propozitie:
in spatiul euclidian E", norma se poate introduce cu ajutorul
produsului scalar, numitd norma euclidiana, adica:

Ix]1= V<X, x5 = |32 (5.1)
k=1

Demonstratia revine la a verifica proprietatile normei:

1) | x|l = < X, x >>0 evident

[X[[=0=<x,x>=0=x=0g=

2) | ax || = Y< ox,ay > = Ja? <x,x > =|a]y< x,x > = [a| || x|

3) [ x+y|f=<x+y,x+y>=<x,Xx>+<x,y>+<y,x><y,y>=
= x|P+2<x,y>+ ||y [P<x[P+2]<x,y>|+]y|f<
< x|P+2 J<x, x>y <y,y> +]|y|F=

=IxIP+20x Iyl Iy IP=Axi+1yly

17
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Observam ca am folosit in demonstratie inegalitatea Cauchy — Schwarz.

Avand in vedere norma data de (5.1) putem afirma ca || x || reprezinta
distanta de originea sistemului de axe din 3" la punctul x € 3" (adica
lungimea vectorului de pozitie al punctului x).

Putem sublinia faptul cad in spatiul vectorial 3", norma mai poate fi

introdusa si in alte moduri, ca de exemplu:
X || = max|x
I = maxjx,

n
%= [x]

k=1
x| = {lekl

k=1

,pe”

p}%

1.6. Distanta in 3"

Definitie:

Spunem ca pe spatiul ”/ am definit o distanta ( o metrica),
daca am determinat o aplicatie

d:E"xE" 53°

care face sa corespunda unei perechi de puncte din 3", un numar
pozitiv
(x,y)e 8"x E" >d(x,y)e3’

aplicatie care indeplineste conditiile:
1) d(x , y) > 0 pentru orice x,y € E"
d(x,y)=0< x=y
2) d(x, y) =d(y, x) pentru orice x, y € 3"
3)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) pentruoricex,y, z e 3"

Cu usurintd se poate demonstra ca in 3", metrica se poate introduce cu
ajutorul normei, adica

dx,y)=lx-yl [(¥)x,ye3" (6.1)

De obicei noi vom folosi norma euclidiana.

18
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Pentru doud puncte x = (X1 , X2) € 3% siy = (y1, Y2) € 32 vom avea:
A0, Y) = 1%y 1| = (xq-x2)* +(y4-y2)’ (6.2)

Pentru doua puncte x siy € 3

dx,y) = I xy [l = J(x-yf =|x=y] (6.3)

Definitie:
Spatiul vectorial E"/2 pe care s-a definit o metrici se
numeste spatiu metric.

1.7. Exemple de spatii vectoriale

Spatiul E/E - este spatiul vectorial real al multimii numerelor reale. Cele

doua operatii (adunare si Tnmultire cu scalar) revin la adunarea si
inmultirea numerelor reale. In acest spatiu, pentru orice x, y € 3 putem
spune ca :

<XX,y>=XYy

x| =1x] (7.1)
d(x,y)=[x-y]|

<X,y>=X-Yy

X[ =[x

dx,y)=[x-y|

Spatiul 03 , 3) /g

Multimea (3 , 3) este multimea functiilor continue definite pe 3
0(3,3)={f|f:353,feC°(3)}

Aceasta multime poate fi organizata ca spatiu vectorial, daca cele doua
operatii se definesc astfel:

(f +g) (t)=f(t) +g(t) (V)te3 79
(o f) (t) = o f(t) (V)te3 (7:2)

19
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oricare ar fi functiile f, g € [I(3 , 3) si oricare ar fi scalarul o € 3

in acest spatiu vectorial, pentru orice f, g € [I(3 , 3) putem defini:
b

<f,g>= [f)yg@)dt
a

I fll=J<f,f>= 1/Ibfz(t)dt norma euclidiana (7.3)
sau

I11= sup [f(t)]
tela,b]
dif,9)=1f-g|

Spatiul V* /g

Definitie:
- N

Numim vector liber in 3" orice aplicatie v : 3" — 3" ce duce

-

punctul x =(x; , X2, ..., X,) € 3" in punctul v (x) = (x4 *+ V1, X5 + Vg,
wees Xn +Vp) € 3"unde vy , V2, ..., vV, € 3 sunt numere date.

O astfel de aplicatie o mai numim translatie sau deplasare.

—

Vomnota v =[v1, Va2, ..., Vi]

Definitie:

Multimea V", numité si multimea vectorilor liberi din 3" este
multimea tuturor acestor aplicatii, adica

V“={\_/)=[v1 s V2 5 ey Vil | v 13" 53", vke3, ke 1n}

Aceasta multime poate fi organizata ca un spatiu vectorial real, daca cele
doua operatii se definesc la fel ca in 3".

- -
Pentru orice u=[uy ,Uz, ...,up]si v =[vqy,V2, ..., Vv,] € V" siorice a
3, avem:

— — Vn

U+ v=[us+vy,Uz+vy,..,UustVvy]e

. [ 1 1 2 2 n n] (74)
ou=[aus,ausy, ..., auy] € V"
20
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Asemanator, in spatiul vectorial V" ;g putem defini:

-> -

<u,v>= ZUka

Iu| J<H,J> W/Zuk (7.5)
k=1

d(u,v)=|u -

Spatiul >¢X<

Multimea numerelor comlexe V poate fi organizata ca un spatiu vectorial
complex deoarece in acest caz, multimea scalarilor este V.

Cele doua operatii care se definesc sunt adunarea si Tnmultirea
numerelor complexe.

Deoarece corpul de scalari este multimea numerelor complexe V, este
necesar sa subliniem ca produsul scalar indeplineste conditiile

1) <au + Bz, w> = a<u , w> + <z , w>
<u,az+pw> = g<u,z>+ f<u,w>
(MYu,z,weVsi(V)ao,BeV

2)<z,w>=<w,z> (V)z,weV
<z,z>>0 (V)zeV)

<z,z2>=0 < z=0x (7.6)

Astfel, in acest spatiu vectorial, pentru orice z, w € V, avem:
<zZ,W>=z W

||Z||=,/<z,z>=\/2:1/|z|2 =|z| (7.7)

dz,w)=[lz-w[=]z-w]|
Spatiul 3¢/

Multimea V" este multimea grupurilor de n numere complexe
V'={z=(z1,22,....,2Zn)Zk € V,k=1,n}

Aceasta multime poate fi organizata ca spatiu vectorial complex, daca

cele doua operatii se introduc in felul urmator.

21
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Pentru orice z=(z1 ,z2, ..., Zn) SIW = (Wq , W2, ..., W,) € V" si orice a e
Vv avem

Z+W=(Z1 +Wq,Zo+ Wy ,...,Z, +W,) V" (7.8)
oz = (az1 ,0Zz , ..., 0Z,) € V" '

De asemenea, n acest spatiu vectorial putem defini:

n
<z, W>= ) 7w,
k=1

(7.9)

dz,w)=[z-wl

n
<z,w>= > zw,
k=1

diz,w)=[z-w]

1.8. Topologia in 3"

Sa consideram intervalele |4, I, ..., I, =3

Definitie:
Prin interval n-dimensional intelegem multimea | = 14 x I; x ...
xly,adical={x=(X1,X2,...,Xn) €3 X1 €ly, X2 €l ..., Xp € I, }
Intervalele 14, I, ..., |, se numesc laturile intervalului n-
dimensional. Acestea pot fi intervale inchise la un capat sau la
ambele capete, marginite sau nemarginite.

Tn 32, un interval bidimensional cu laturile marginite este un dreptunghi.
Tn 3%, un interval tridimensional cu laturile marginite este un paralelipiped.

Daca toate intervalele 14, I, ..., I, sunt deschise (inchise) atunci | este un
interval n-dimensional deschis (inchis).

22
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Multimea | = (-0 , +o0) x (¢, d) 0 numim bandé deschisé

L LLAL L L

Multimea | = (-0 , +o0) x [c, d] 0 numim banda inchisé

&

777N 7777

Multimea | = (-0 , +0) x (C , +0) 0 numim semiplan deschis

LLLN LIS

Multimea | = (-0 , +o0) x [C, +00) O numim semiplan inchis

(/S S S

M

Sa consideram un punct xo € 3"sir € 37

Definitie:
Numim sfera deschisa cu centrul in punctul x, € 3" si de raza
r, multimea U (xo,r) = {x € 3" ||| x=Xo || <T}

Folosind norma euclidiana, in 37, aceastad multime este un disc cu centrul
in Xo = (Xo1 , Xo2) € 32 de raza r, fara punctele de pe circumferinta
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Definitie:
Numim sfera inchisa cu centrul in punctul x, € 3" si de razar,
multimea U(x,,r) = {x e 3"|||x=Xo ||<r}

In 32 aceastd multime este discul cu centrul in x, € 3% si de raza r
impreuna cu punctele de pe circumferinta.

yll

xv

Definitie:

Numim sfera propriuzisa cu centrul in punctul x, € 3" si de
raza r, multimea S (xo,r) = {x € 3"| || X=X || =r }

in 3%, aceastd multime este circumferinta cercului.

Definitie:

Numim vecinatate a unui punct x, € 3" ( V(x,) ) orice multime
care contine o sfera deschisa U (x, , r), adica

Xo € U (Xo, r) = V(Xo)

Evident, orice sfera deschisa cu centrul in xo, U (X , r), este o vecinatate
a lui Xxq.

24
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in 3, o vecinatate a lui xo € 3 poate fi orice interval deschis (a , b) care
contine acest punct, X, € (a , b). In particular, se poate lua un interval
centrat in xo de forma (xp - €, Xo + €).

Definitie:
Multimea E < 3" o numim deschisa daca pentru orice x e E,
exista o sfera deschisa U (x, r) astfel incat x e U (x, r) c E.

Definitie:
Complementara unei multimi descise o numim multime
inchisa.

Definitie:
Punctul x € E < 3" il numim punct interior acestei multimi
daca exista o vecinatate a lui, V(x) astfel incat x € V(x) c E.

Multimea punctelor interioare multimii E o notam cu Esi se

numeste interiorul lui E. Evident E  E.

Se demonstreaza ca multimea E < 3" este deschisd < E = E.

Ca si in cazul multimilor deschise din 3, se demonstreaza pentru

multimile deschise din 3" urmatoarele:

1) Reuniunea unei familii oarecare de multimi deschise este o multime
deschisa.

2) Intersectia unei familii finite de multimi deschise este o multime
deschisa.

Definitie:
Punctul x € 3" este punct aderent multimii E c 3" daca orice
vecinatate a sa, V(x) contine cel putin un punct din E, V(x) N E = ®.
Multimea punctelor aderente multimii E — 3" o notdm cu E si
o numim aderenta lui E sau inchiderea lui E.

Se demonstreazi c& multimea E < 3" este inchisd < E = E.
De asemenea, in cazul multimilor inchise din 3", se demonstreaza
urmatoarele proprietati:

1) Reuniumea unei familii finite de multimi inchise este o multime
inchisa.
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2) Intersectia unei familii oarecare de multimi inchise este o multime
inchisa.

Definitie:

Punctul x € 3" este punct frontiera multimii E, daca pentru
orice vecinatate a lui, V(x), avem V(x) N E # ® si V(x) N Cg = ®.

Vom nota prin 0 E multimea tuturor punctelor frontiera
multimii E numita frontiera lui E.

Se arata ca:
E < 3" este inchisa < E contine toate punctele frontiera
E < 3" este deschisa < E nu contine nici un punct frontiera

Definitie:

Punctul x e 3" este punct de acumulare al multimii E, daca
orice vecinatate a lui, V(x), contine cel putin un punct din E diferit de
X, adica:

V(x) N (E\{x}) = @.

Multimea punctelor de acumulare multimii E o notam E’.

Evident E’ ¢ E si putem afirma ca o multime este inchisa
daca si numai daca igi contine toate punctele de acumulare.

Definitie:
Punctul x € E c 3" se numeste punct izolat daca exista o
vecinatate V(x) astfel incat V(x) N E ={x}.

Definitie:
Multimea E < 3" care are numai puncte izolate o numim
multime discreta.

Definitie:

Multimea E < 3" este madrginita daca exista r >0 astfel incat
pentru orice x € E sa avem || x || < r. Aceasta inseamna ca (3) o sfera
de raza r centrata in origine care contine intreaga multime E.

Definitie:

Multimea E < 3" inchisa si marginitd o numim multime
compacta.

Intervalele n-dimensionale inchise, precum si sferele inchise
sunt multimi compacte.
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Definitie:
Multimea E c 3" este conexd daca nu exista nici o pereche de
multimi deschise G4, G, — E astfel incat:
AcGuG, AnG, AnG,=#®
ANG)NANG,)=0
in limbajul obignuit, a spune ci multimea E este conexa
revine la a spune ca “este formata dintr-o singura bucata”.

Definitie:
Multimea E c 3" deschisa si conexa se numeste domeniu.
Intervalele n-dimensionale deschise, precum si sferele
deschise sunt domenii din 3".

27
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CAPITOLUL 1i

SIRURI

2.1. Siruriin Vv

Definitie:
Numim sir de numere complexe o aplicatie f : £ — V care

no

. . . . (not)
asociaza numarului k € Z, numarul complex f(k) = zx € V.
Ca si in cazul sirurilor de numere reale, sirul in multimea V il
notam (zy)k., Zk fiind termenul general al sirului.

Definitie:
Sirul de numere complexe (zx)k.. este marginit daca exista un
r > 0 astfel incat pentru orice k e Zavem | zx | <.
Avand in vedere interpretarea geometrica a modulului unui
numar complex, aceasta relatie ne spune ca toti termenii sirului sunt
continuti in discul centrat in origine avand razar.

Definitie:
Numarul z,eV este limita sirului (zy)ke. (Lim z,=2,) daca
—o©

pentru orice £>0 exista un rang N, astfel incat pentr orice k>N, sa
avem

|Zk—Zol<8.

Aceasta conditie ne spune ca de la un anumit rang, toti
termenii sirului apartin unui disc centrat in z, de raza ¢ oricat de
mica.

Sirurile de numere complexe care au limita se numesc siruri
convergente. in caz contrar, ele se numesc siruri divergentde.

Pentru studiul unui sir de numere complexe vom considera cele doua
siruri de numere reale (Re zy)«ke ~ $i (Im zy)« < ~ corespunzuatoare partilor
reale si imaginare.
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Propozitia 1:

(Zk)k Z mérgll’“t@{(Re Z )keN mal’ginit

(Imz, ). marginit

Demonstratie:

“=" (zk ke, Marginit (g:ef) (3) r> 0 astfel incat pentru (V) k € £ avem | z, |<r
. [Rezy|<|z¢|<r (¥)keN
! {|lmzk|£|zk|£r (V)keN
sunt marginite.

rezulta ca sirurile (Re zy)ke, Si (IM zy)ke.

o {(Rezk)keN marginit = [Rez,|<r, (V)keN
&

(Imzy )y Marginit = [mze|<r, (¥)keN

Folosim inegalitatea:
|zk |[<|Rezk |+ |Imzi | <ri+r=r (V)k € £ de unde rezulta ca sirul
(zk)ke. este marginit.

Propozitia 2:

. k
lim z, =zq <<¢ "7
k—>o0 limImz, =Ilmz,

k—0

{ lim Re z, =Re z,

Demonstratie:
. (def)
‘=" lim z, =z, < pentru (v)e>0 (3) N, a.i. pentru (V) k >N, avem
k—o0

|Zk—Zo|<8

Folosim inegalitatile:
|Rezx —Rezg|=|Re (zk —z¢) |<|zZk — 20| <& (V) k>N
|Imzk—|mzo|=|lm (Zk—Zo)|S|Zk—Zo|<8 (V)k>N€

de unde conform definitiei, putem scie

lim Re z, =Re z,
k—o

lim Imz, =Imz,
k—o0
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(def)
‘=" limRez, =Rez, < (V)&>0(3) Ny al pentru (V) k>N, avem |

k—o

ReZk—ReZO|<§

(def)
limImz, =Imz, < (V)e>0(3) Ny a.i. pentru (V) k >Ny avem | Im

k—o

&
zk—lmzo|<E

Folosim inegalitatea

|Zk—2Zo | <|Re (zx —zo) | +|Im (zk = 20) | =
=|Rezx—Rezp)|+|Imzx—Imzy)|<

< % + g =¢ pentru (V) k>N, ,unde N, =max { Ny., N2 }

Prin urmare, Lim z, =2,

Este bine de retinut ca studiul unui gir de numere complexe il facem cu
ajutorul celor doua siruri de numere reale atasate.

2.2. Siruriin 3®

Definitie:
Numim sir de vectori din 3" o aplicatie f : £ — 3" ce asociaza

unui numar natural k € £ vectorul:
(not)

f(k) = xx e 3"
Xk = (XK1 5 Xk2 52205 Xkn) € 3"

Pentru simplitate, un sir din 3" il vom nota (x)kc. unde xi este termenul
general al sirului.

Putem face observatia ca unui sir (x)x, de vectori din 3" ii putem asocia
n siruri de numere reale, (X)ke,, i=1,n numite sirurile componentelor

vectorilor Xy.
Definitie:

Sirul de vectori din 3", (x)«.. este marginit daca exista un r >
0 astfel incat pentru orice k € Z sa avem | Xk | <.
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Definitie:
Vectorul xo € 3" este limita sirului (xy)kc. (Lim X, =X, ) daca
pentru orice ¢ > 0 exista un rang N. astfel incat pentru orice k > N, sa

avem || Xk — Xo || <€
Un astfel de sir il numim convergent.

Ca si in cazul sirurilor de numere complexe, in cazul sirurilor din 3" se pot
demonstra doua propozitii asemanatoare care ne puncteaza modul in
care se studiaza aceste siruri.

Propozitia 1:
Sirul (Xk)ke. , Xke3" este marginit < sirurile (Xxi)ke, Xk €3, = 1,n
sunt marginite

Propozitia 2:

k—o0 k—o

Demonstratiile se pot face apeland la inegalitatile

n n
| o | = Zaiz S2|ai| , o €3
i=1 i=1

2.3. Proprietati ale sirurilor convergente din 3°

1) Fie (Xk)keé , Xk € 3”
Daca sirul (xk)ke. este convergent atunci limita sa este unica.

Demonstratie:

Vom presupune c¢a sirul admite doua limite x si x, € 3"

(def)
Din lim x, =x, < pentru (V) € >0 (3) Ny, a.l.

k—0 (31)
pentru (V) k>N, avem || Xx — Xo || < g
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. (def)
Din lim x, =x; < pentru (V) & >0 (3) N, a.l.
k—o0
(3.2)
pentru (V) k >No, avem || X — xq || < %

Notam cu N, = max { N4, , Ny } si calculam

* * * & &
X0 = X0 = [Xo = Xic + Xic = Xo | < [[Xo = Xu[ +[IX - Xo [ < = + = =&

Deducem c& xo = X,.

2) Fie (Xk)kes » Xk € 3", X0 € 3" i (ak)kes Ok € 3"
Daca 1) [[xx — Xol| < o (V)ke z
2) lim o, =0

Atunci lim x, =X,
k—o

Demonstratie:

(def)
Din I!im o, =0 = pentru (V) e >0 (3) N, a.i. pentru (V) k >N, avem

0Lk<E (3.3)

. (def)
Calculam || xk = Xo || < ak <e (V) k>N, = Ik|m X, =X
—0

3) Fie (Xikes » Xk € 3" 1im x, =xq = lim [x,|| =[x,||
k—o0

k—o0

Demonstratie:
(def)
Din Iim x, =x, = pentru (V) € >0 (3) N, a.i. pentru (V) k >N, avem ||

k—o0

Xk —Xo || <e (3.4)

Folosind o inegalitate a normei, avem
X =11 %o [TT< Xk = Xo || < & (V) k>N,

de unde deducem ca lim [x,[ =[x,
k—o0
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4) Fie (Xk)kes , Xk € 3"
(Xk)ke, convergent = (Xk)ke, mMarginit

Demonstratie:

Din (xk)ke. convergent = lim x, =X, cuxo € 3" = lim x| =[x, - Este
k—o0 k—o0

cunoscut faptul ca un sir convergent de numere reale este marginit, deci
exista r > 0 astfel incat || xx || < r pentru orice k € £. Deci conform
definitiei sirul (xx)ke, este marginit.

5) Orice subsir al unui sir convergent din 3" este convergent si are
aceeasi limita.

6) Daca intr-un sir convergent din 3" scoatem sau addaugam un mumar
finit de termeni, obtinem tot un sir convergent si cu aceeasi limita.

Subliniem faptul ca proprietatile sirurilor convergente din 3" sunt valabile
si pentru sirurile convergente de numere complexe.

2.4. Operatii cu siruri convergente din 3"

1) Fie doua siruri (Xi)ke, $i (Yk)kes > CU Xk, Yk € 3" §i Xo, Yo € 3"
I!im X =X

. = lim(x, +Y¢)=Xo + Yo
lim Ye =Yo k—w
k—o0

Demonstratie:

(def)

lim x, =x, = pentru (V) &> 0 (3) Ny a.i. pentru

ko (4.1)
(V) k>Nq, avem || xx —Xo || < %

(def)
limy, =y, = pentru (V) e> 0 (3) Ny, a.i. pentru
k—o0
(4.2)
&
(V) k>N, avem [lyk —yoll < 5
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Calculam
| (Xk +Yk) = (Xo + Yo) | <[ Xk =Xo [| + [ Yk = Yo || <

pentru (V) k> N, =max { Ny, , Ny }

£+£=8
2 2

Rezulta I!im(xk +Y) =X+ Yo

2) Fie (Xk)keé CU Xk € 3" , Xp € 3" §| (ak)keé cuokg e€3,00e3
limx, =X,
k—o

k—a0

Demonstratie:
(def)
|!im o, =0, = pentru (V) e >0 (3) N¢ a.i. pentru
—o©
(V) kK >N4; avem | ax — ap | < (4.3)
_&
2
limoa, =0, (0k)ke, marginit = (3) M>0 a. i. pentru
k—a0 (44)
(V) ke Lavem | ok | <M
(def)
limx, =x, = pentru (V) e >0 (3) N2 a.i. pentru
k—o
(4.5)
V) k >N, avem || xx — x < 2
(7) k >Ny X =xo | < 5
Folosind aceste trei inegalitati calculam
|| ckXk - ooXo || = || okXk - AkXo + 0LkXo - QLoXo || £
< || aXk = aXo || + || okXo - aoXo || =
= otk | [ Xk =Xo | + 11 X0 || - | ot = cto [ <M= + | xo || - = = &
- k|°® k — A0 o|l- k = Yo — Ol " Anr_n —
2M 2l
pentru orice K > N, = max { N, , Ny }
Prin urmare, lim(ockxk) = 0pXg
—0
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3) Fie (Xx)kes cuxi € 3", xo € 3"
(Yk)kes CU Y € 3",y € 3"

limx, =X,
k—o .
. = lim <X,y >=<Xy,Yo >
lim Ye =Yo k—o0
k—o0
Demonstratie:

(def)
lim x, =x, = pentru (V) e> 0 (3) N4 a.i. pentru (V) kK >N+,

k—o
sa avem:
S

X = Xpll <
el

si

€
ool <&

(def)
lim Y =Yo :e> pentru (V) € > 0 (3) N2, a.i. pentru (V) k >N,

€

- Yol <
ol g

Si

€
vl < &

Avand in vedere inegalitea Cauchy-Schwarz, calculam
| <Xk, Yx> - <Xo, Yo> | =

=] <Xk —Xo , Yo> + <Xo , Yk — Y0> + <Xk — Xo , Yk — Yo> | <
S| <Xk —Xo, Yo | +| <Xo, Yk = Yo> | + | <Xk — X0 , Yk — Yo | <

<Ixek=Xo [~ IIYoll * I Xo [l - [l Yk = Yo Il + [ Xk =Xo || - [| Yk — Yo

< L-||yo||+||xO||-L+\ﬁ-\ﬁ=s
3]yol 3po| V3 V3

pentru orice k > N; =max { Nq., Ny }
Prin urmare, lm <X, Yy >=<Xg,Yq >
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Aceste proprietati sunt valabile si pentru girurile de numere complexe. In
plus, pentru aceste siruri mai putem sublinia urmatoarele:

Fie (Zk)kes» Zk €V, Zg e V

(Wi)kes , Wk €V ,Wg € V

k—o0 .

a) . = lim(z, W, ) =2, Wq
limw, =w,=#owo ko0
k—a0

lim z, =z, #wx

k—o0 7 7
b) limw, =w, =0 = lim| =% =%
k—oo k—o0 Wk WO
w, =0
limz, =z limz, =2z
c) MzZ=20 = M2 =2,
limz, =0 _
d) koo .t = lim(z,e,)=0
(o )y Marginit ko0

- = lim |z |=z
I|mzk_zo}3 lim |z, = 2, |

e k—o ;
) argz, #m lim(argz, ) = argz,

Definitie:
Sirul de numere complexe (zk)ken are limita o (Ilim Z, =),
—0

daca pentru orice >0 exista N, astfel incat pentru orice k>N; , avem
|zk| = €.

2.5. Siruri Cauchy

Fie un sir (Xg)ken CU Xxe 3".

Definitie:

Sirul (xx)ken este un_sir Cauchy (sir fundamental) daca
pentru orice £>0 existd un rang N. astfel incat pentru orice doua
numere naturale p, g>N; sa avem

| Xp-Xq || < € (5.1)

37

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

Prin urmare, termenii unui astfel de sir au proprietatea ca de la un anumit
rang, distanta dintre doi termeni ai sirului poate fi facuta oricat de mica.

Observam ca putem exprima si in alt mod conditia (5.1.), adica: pentru
orice k>N si peN, p=1, avem
[[xkrp-c || <e (5.2.)

Se poate demonstra cd multimea tuturor sirurilor Cauchy din 3" formeaza
un spatiu vectorial real daca cele doua operatii se introduc in felul
urmator:

{(Xk)keN + (Vi ken = (X + Vi ken
(X Jken = (OXy Jken

(5.3.)

Propozitia 1:
Fie §irul (Xk)keN CU Xke 3"
Daca (xx)ken este sir Cauchy = sirul (Xi)ken €ste marginit.

Demonstratie:

Din (Xk)ken $ir Cauchy rezultd, conform definitiei, cd pentru orice €>0
existd un rang N. astfel incat pentru orice doua numere naturale p,g>N.
sa avem || x,-xq[ < e

Calculam || xp | = || xp-xa*xq | <[| xp-xq [| +[| xq || < £+
unde am notat prin p = max ||xi||, i= 1,q deci conform definitiei, sirul
(Xk)ken €StE Marginit.

Propozitia 2:
Fie sirul (Xk)ken CU Xke 3", (Xkm)ken UN subsir al sau si xge 3".
Daca:

1) (Xy )en SIF Cauchy}

. = limx, =X
2) lim x,,, = X, k=70
km—oo

k—o

Demonstratie:

Din (xk)ken sir Cauchy rezultd conform definitiei ca pentru orice £€>0 exista
un rang N, astfel incat pentru orice doua numere naturale p,q>N;. sa
avem |[|xp-xq || < €/2. (5.4.)
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Din lim Xy =Xq —L9D 5 pentru(V)e >0, (3)N,, astfelincat pentru
m-—oo

(V)k,, >N,, avem

€
Xk = %o < > (5.5.)
Notdm N, = max{N. , Ny }

Conform inegalitatilor (5.4) si (5.5) putem scrie ca pentru orice k $i Km> N¢
avem:

% = X <% 56)
P o] < & -
Prin urmare:
[ = %o < i = X[ + i = o] < g +% =% i putem scrie ca
i =

Criteriul lui Cauchy

Fie sirul (Xk)ken » Xke 3".
(Xk)ken €ste convergent < (Xk)ken €ste sir Cauchy.

Demonstratie:

“=” Din (xk)ken convergent rezultd, conform definitiei, ca exista x,e 3"
cu proprietatea: pentru orice €>0 exista N, astfel incat oricare k>N, avem

[| X %o || < €72 (5.7.)

Pentru oricare p,g> N, putem scrie

o =l <3
. (5.8.)
o =% <3
Calculam: “xp - qu < pr - XOH + “xo - xq“ < % +% =g (V)p,qeN,
Prin urmare sirul (xk)ken €ste sir Cauchy
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‘<" Din (xk)ken este sir Cauchy rezulta conform propozitiei 1 (Xk)ken
este marginit. Conform lemei lui Césaro, din orice sir marginit din 3" se

poate extrage un subsir convergent, (Xkm)kmeN-
. (propoz 2) . o
Daca lim x,, =X, = limx, =X, deci sirul(x, ). €ste convergent

km—>0 k—a0

Observatii:

— Un spatiu metric in care fiecare sir Cauchy este convergent se
numeste spatiu complet.

— Un spatiu normat complet se numeste spatiu Banach. Rezultd ca
spatiul normat 3" este spatiu Banach.

— Un spatiu Banach in care norma se introduce cu ajutorul produsului
scalar, se numeste spatiu Hilbert. Un spatiu Hilbert cu n dimensiuni se
numeste spatiu euclidian n-dimensional.

Rezulta ca spatiul Banach 3" cu norma || x||=,/(x,x) este un spatiu

Hilbert cu n dimensiuni, adica un spatiu euclidian n-dimensional.
— 3" este de asemenea spatiu Banach pentru norma ||x 1= |x|si
]| 2= sup x|, k=1,n

2.6. Exercitii rezolvate

1) Sa se arate ca sirul de numere complexe (zy)ken CU

z, = %(1 +e®+e® 4 4 e"‘e) este marginit

Ap_elénd la formula cunoscuta
e"’=cos0+ isind (6.1.)

vom incerca sa separam partea reala de cea imaginara in expresia lui z,

Z = %[1 +(cos 0 +isin0)+(cos 20 +isin20)+...+ (coske +isinko)| =

=%(1+cose+00329+...+cosk9)+i%(sin9+sin29+...+sink9)
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ReZ, =%(1+cose+...+cosk9)
1 6.2)
Im2Z, =E(sin6+sin26+...+sink6)

Este suficient sa verificam marginirea sirurilor de numere reale (ReZy) ken

Si (Im Zy) ken

ReZ,| =l|1+cos9+...+coske| s1(1+|cose|+...+|cosk6|)s1+—k£ 2

k k k

ImZ,| = [sin0 + ..+ sinke| < (sin6| + .. +[sinke]) < < =1, vk N’
k k k

Prin urmare, conform definitiei, aceste siruri sunt marginite.

2) S& se arate ca sirul de vectori din 3%, (Xk) «en , Xk=(X1x, X2k, Xax) CU

__1 1 1
L R
_1 1 1
Xx =12 2.3 Tkik+)
Xgy = cosa-cos%-cos%...cos%

este marginit.

Este suficienta verificarea marginirii celor trei siruri de numere reale.

Ocxyo——s— o vtk 1 qvken
k+1 k+2 2k kK+1
1 1 1 1 1 1 1
0< Xy =omt et t =t o —— it ————=
1.2 2.3 k(k +1) 2 2 3 k k+1
St qvkeN
kK+1
x4 = |cosa-cos 2 cos=-...cos —| =|cos a|-[cos 2|....[cos x| <1, vk €N’
2 2 2 2 2

3) Sa se calculeze limita sirului de vectori din 33, (Xk) ken » Xk=(X1k, Xk,
X3k)
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3
X = (2K

X ——C1k + CE + + C::
KTk L gk Lo T gk
k2 +k+1

« z(k2+k+1) ket
Uk +1

Vom calcula separat limitele celor trei siruri de numere reale.
Pentru primul sir folosim criteriul radicalului.

3% (kt)® i 3k + )1, (3K)!

Am X = Jim § (Bk)! ke (Bk+3)1 3 (k)P

3B3(k+1)°
= |Im =
ko (3k + 1 3k + 2)(3k + 3)

Pentru al doilea sir folosim regula clestelui avand in vedere ca putem
scrie inegalitatile
C,+CZ+...+Ck Ci+CZ+..C¢H 21 2k 1
" S Xy < . = — <X S ¢
2% +k 2" +1 2% +k 2" +1

.2k -

lim >k =1

k—o0 .

* = lim x, =1

) ok _1 k—

lim - =1

koo 2 +1

k2 +k-+1 2
2 s Kokt K24kt k

: . [KS+Kk+1) Kk : k+1 eyt
lim x4, = lim| ——— = lim|{ 1+ =er K Kl =g
k—o k—ol k2 +1 k—o! k2 +1

= l!im x, =(11e)eE®

4) Sa se studieze natura sirului de vectori din R®, (Xk) ken » Xk=(X1k, Xk,
X3k) unde
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Zk:smne
n=1 2n
K
Xok = Zn
n=1
Xak = L + 1 +o+ L peN
3k = e —V—,
R1+kP R24k° Vk +kP
- Pentru primele doud, vom arata ca sunt siruri Cauchy de numere
reale.
‘X L ‘ _[sin(k + 18 L sin(k+2)0  sin(k + p)O| _ [sin(k + 1)9|
1k+p 1k | 2k+1 ok+2 ok+p | | P |
sin(k + p) 1 p
I 2k+p I 2k+1 2k+2 ot 2k+p S oot 2k+1 - 0 cand k — oo
‘XZ,ker - sz‘ = ! 1 L < P — 0, cand k > o

(k +1) +(k+2)2 +"‘+(k+p)2 T (k+1)?

Pentru ultimul sir calculam limita folosind regula clestelui

Cum

lim— & _1

CNKEKT i =1
3k T

lim _q "

k
koo R+ kP

Rezulta ca sirul (xi)ken de vectori din 3% este convergent.

5) Sa se arate ca sirul de numere reale (Xg)ken CU

1 : o -
X = E - este convergent si are ca limita numarul e.
n!
n=0

Pentru convergenta, este suficient sa aratam ca este sir Cauchy.
1 + 1 +...+ L < P __, 0,k >
k+1)! (k+2) (k+p) ~ (k+1)

| Xiip — Xk |:
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- Pentru calculul limitei, vom folosi limita numarului e,

k
Iim(1+%) = e si notam

k—o0
S—11k—1C11C21 Ck1—
:1+k.1+k(k_1).i+___+k(k_1)"'[k_(k_m.i:
k 2! k? k! kX
00D, 6005
=1+1+ k+ k k + ...+ k k <
2! 3! k!
k
S L PP NP 1=xk
21 3! kI &=nl

Prin urmare Sy<xx (V) keN

Prin trecere la limita avem |im S, < lim x, , prin urmare
k—o k—o

Fie un numar natural n<k si notam

e < lim x, (6.3.)
(0
Sy =1+1+ K K K

k—0
+ +...+ k k

2! 3! nl

Evident avem S; < S, astfel incat prin trecere la limita obtinem

limSg <limS, ; 1+1+1+l+...+1se
o K ko 21 3l n!

X, < e de unde

limx, <e (6.4.)

k—o

Din (6.3) si (6.4) obtinem
limx, =e (6.5.)

k—0
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CAPITOLUL 1li

3.1. Seriiin 3"

Fie sirul (x«)ken cu Xxe 3". Deoarece perechea (3", +) este un grup, putem
spune ca suma finita x;+x,+...+xx 3", (V) keN.

Daca ne propunem sa determinam “suma infinita”
(not) ®
Xi+Xg +o b Xy o = DX, (1.1.)
k=1

vom constata c& “ valoarea” sa nu este totdeauna un vector din 3". Mai
mult, nu stim ce este “valoarea” acestei sume infinite.

Vom nota prin
Sk=X1+Xo+...+X ¢ (V) keN (12)
si in continuare vom lua in consideratie sirul de vectori din 3", (Sk)ken

Prin serie in spatiul vectorial normat 3" intelegem un cuplu de
siruri ((Xk)kens (Sk)ken), unde vectorul xx se numeste termenul general
al seriei, iar vectorul s, se numeste suma partiala de ordinul k a
seriei. Seria o notam simplu,

ka sau ) X, (1.3)
2 xsau ),

Definitie:

Seria Zxx se numeste serie convergenta daca (3) un vector
seR" astfel incat sirul (si)«.n Sa fie convergent catre s.

in acest caz, vectorul se3" se numeste suma seriei (1.3.) si se
fololeste notatia:

s= i X, (1.4)
k=1
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Definitie:
O serie care nu este convergenta se numeste serie
divergenta.

Observatie:

Prin analogie putem introduce notiunea de serie in R sau in V.

Definitie:
Seria de vectori din 3" , Xx,, este absolut convergenta daca
seria normelor, = || x« ||, este convergenta .

Definitie:
Seria de vectori din 3" , 2x,, este semiconvergenta daca ea
este convergenta dar nu si absolut convergenta.

Propozitie:
O serie din 3" absolut convergenta este si convergenta.

Demonstratie:

Fie seria Ixy, xx€3" . Din Ixx absolut convergenta rezultd, conform
definitiei =[x [|convergentd = (def) sirul sumelor partiale (ck)ken cU
o= x1 [|+...+||x«]|| este convergent = (ci)kn este sir Cauchy = pentru
(V) €20 (3) N, astfel incat pentru (V) k>N, si (V) p=1 (peN) avem

|| okep -0k || <€, adica

o+ Dz . i < (15)

Pentru seria 2x, , notam (sk)ken Sirul sumelor partiale si calculam:
” Sk+p ~Sk " = ” Xk+1 X2 HXgp ” < ” Xk+1 " + " Xk+2 ” +... ” Xk+p " <g (V)k>N5

si (V) p=1 (peN) = (sk)ken este sir Cauchy in 3" = (sk)ken este

convergent = seria 2xx este convergenta.
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Observatii:

1. In R" nu orice serie convergenta este si absolut convergenta.

2. Seriile din 3 sau V sunt absolut convergente daca seriile modulelor
sunt convergente.

3. Daca zxy este o serie din 3" absolut convergenta, atunci are loc
inegalitatea:
l=xc || <= [|x« || (1.6.)

4. Daca intr-o serie absolut convergenta se schimba ordinea termenilor,
se obtine tot o serie absolut convergenta si cu aceasi suma.

o0
5. Unei serii de vectori din 3", > x, unde X, = (X, Xyp, -, Xy ) € B i
k=1

o0

putem asocia n serii de numere reale, Zxki ,i=1,n, numite seriile
k=1

componentelor vectorilor x.

3.2. Criterii de convergenta pentru seriile din 3"

Criteriul general al lui Cauchy

Fie =xx , xke3". Ixx convergenta < pentru (V) €>0 (3) N, astfel incat
pentru (V) k>N¢ si (V) p=1 (peN) avem ||Xk+1+xk+2+---+xk+p " <e

Demonstratie:

Vom folosi criteriul lui Cauchy pentru un sir din 3"

¥xx convergenta —(def) (sk)ken €ste convergent < (sk)ken €Ste sir
Cauchy =(def) pentru (V) €>0 (3) N. astfel incat pentru (V)k>N; si (V)p>1
(peN) avem || sy -sk || <€, adicd || Xiw1+Xira ... +Xiep || <.

Criteriul lul Abel

Fie seria Exy , Xxe3" $i (Sk)ken Sirul sumelor partiale.

Fie §irul (ak)keN , Ok €3+ .

Daca: (sk)ken €ste marginit si (ak)ken €ste descrescator, convergent spre
0=

=ZXak Xk este convergenta.
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Demonstratie:

Din (sk)ken Marginit = (3) M>0 astfel incat ||s«||< M, (v) keN

Din Jim a, =0 = pt.(¥)&>0(3) N, ai. pt. (V) k>N, ,avem o < ﬁ

Vom arata ca seria ZayX verifica criteriul lui Cauchy.
Observam mai intai ca: Xx+1=Sk+1-Sk (V) keN
| Olp=Clp+1 | =ap-0p+1>0 (V) peN si calculam

” OLk+1 Xk+1 FOks2Xks2F o FOlgpXiap T " =

= " Olk+1 (Skt1-Sk )+ a2 (Ske2-Ske1) ... FOlkap(Skep=Skrp-1) " =

= || ~Olk+1SkH(Olk#1=0lkr2)S k1 F . .. F(Olkap-1=Olkap )Skp-1F OlkrpSkp ” <

<Olk+1 ” Sk ” +(0Lk+1 -Otk+2) " Si+1 ” +.. .+(0Lk+p-1-OLk+p) ” Sk+p-1 ” +0lk+p ” Sk+p ” <

<M [Otk+1+(0lk+1-OLk+2)+...+(Otk+p.1-OLk+p)+ Otk+p]=

=2M - ox1<2M-e/2M= ¢ (V) k>N¢ , (p)>1 = seria Zogxx este
convergenta.

Trebuie sa subliniem ca pentru o serie ne intereseaza rezolvarea a doua
probleme. Pe de o parte stabilirea naturii seriei care se face folosind un
criteriu si pe de alta parte, calculul sume seriei.

3.3. Proprietati ale seriilor din 3* convergente

1) Fie Xxx , x«e3" , daca Xx, convergentd, atunci sirul (Xy)ken al
termenilor seriei converge catre vectorul 0eR" .

Demonstratie:

Notam (sk)«ken Sirul sumelor partiale.
Daca Zxx convergentd= (s¢)ken €ste convergent = (3) se3" astfel incat:
Ilim S, =S

Deoarece x, =S, =S, 1, (V) k>2
limx, =lim(s, —s,_4)=s-s=0
k—0

k—o
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2) Daca sirul termenilor seriei nu este convergent catre 0, atunci seria
este divergenta.

Observatie:

Exista serii pentru care sirul termenilor converge catre 0 fara ca seria sa fi
convergenta.

Exemplu:
Sa consideram seria de numere pozitive numita serie armonica.

21
— 3.1.
;k (3.1.)

Pentru aceasta serie, sirul termenilor

1
=[], =0

L+ 1 +...+i2k-i:1
k+1 k+2 2k 2k 2

dar|s,, —s,|= (V)keN

deci nu este satisfacuta conditia din criteriul general al lui Cauchy.
o

Fie seria Xxx , xx€3" . Din aceastd serie scoatem primii p termeni si
retinem seria

® (not)
Zxk =0
k=p+1

pe care o numim restul de ordin p al seriei.

3) Resturile unei serii convergente formeaza un sir convergent catre 0.

Demonstratie:
o0
D" x, convergenta=>(3)s € @" astfelincat lim s, =s
P k—w
o0 o0
DX =Xy Xy X+ DX, (3.2))
k=1 K=p+1

Mai putem scrie
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$=S,+r, (3.3.)
deunde limr, =lim(s-s,)=s-s=0

p— p—o0

4) Daca intr-o serie convergenta schimbam ordinea unui numar finit de
termeni obtinem tot o serie convergenta si cu aceeasi suma. Acelasi
rezultat pentru cazul unei serii divergente.

5) Daca la o serie convergenta adaugam sau inlaturam un numar finit de
termeni obtinem tot o serie convergenta dar, in general, cu altd suma.

Pentru o serie divergenta se obtine un rezultat asemanator.

6) Seria de vectori din 3" este convergentd daca si numai daca cele n
serii de numere reale corespunzatoare componentelor sunt convergente.

Demonstratie: pentru simplitate, facem demonstratia numai pentru cazul
unei serii de numere complexe.

o0 —
. ) Y Rez, convergenta
>z, convergentd < k=t
k=1 o
ka'm Z, convergenta

Notam | n, =Rez, +Rez, +...+Rez, (3.4)
I, =lmz, +Imz, +...+Imz,

Observam ca intre sumele partiale corespunzatoare celor trei serii putem
scrie relatia:
S =My +il (3.5)

Prin trecerea la limita in (3.5) putem demonstra ambele implicatii:

o0 0
7) Fie seriile Y x,, Yy¢ , X,V €E" si s,0€E", a el
k=1 k=1
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X, =S (convergenta) 2 (X+Y,)=S+0  (convergenta)
k=1

y, = o(convergenta) Z (@ax)=as (convergentd)
1 k=1

DM T

=
I
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Demonstratie:

Notam: S = Xq + Xy + o+ Xy
(3.6)
Mk = (X + Y1)+ (X +Y2) +.+ (X +Yk)
l, = ox; +0X, +... + oXg
Intre aceste sume partiale putem scrie:
N =S, +0
| k k k (3.7)
Prin trecere la limita, se verifica rezultatele mentionate.
3.4. Serii alternate
Se numeste serie alteranata o serie de numere reale de forma:
(-1 -x, |unde x, eE* (4.1)
k=1

Criteriul lui Leibniz

O serie alternata pentru care sirul modulelor termenilor, (x,)..y este
descrescator si convergent catre zero, este convergenta.

Demonstratie :
Vom folosi criteriul lui Abel de convergentd pentru serii verificand cele
doua conditii:

*) pentru seria i(—1)" , evident sirul (s,),.n al sumelor partiale este
k=1

marginit deoarece:
0 pt k = par

S, = —1+1-1+...+ (-1 = .
1 pt k=impar

s, <1 (v) keN

TSIl (X ey w0

o0
Prin urmare seria ) (-1)x, este convergenta.
k=1
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Exemplu:
Seria armonica alternata

0

k 1
=" (4.2)

k=1

este convergenta conform acestui criteriu.

. — 1 . . . .
Deoarece seria modulelor Z— este divergenta, putem spune ca seria
k=1
armonica alternata este o serie semiconvergenta.

3.5. Serii cu termeni pozitivi

0

O serie cu termeni pozitivi Zxk cu x, € 8", are proprietatea ca sirul
k=1

sumelor partiale, (s, ).y €ste un sir crescator.

Daca sirul (s, ).y este marginit superior, atunci seria ZXK este
k=1

convergentd. in caz contrar, seria este divergenta.

Un exemplu de serie cu termeni pozitivi este seria geometrica:

>d“, g>0 (5.1)
k=0

Pentru aceasta serie, suma partiala s, este:
k+1

g’ -1

s, =1+q+qg° +...+q" = ] ,pt. q=0.
q_
1
—— Pt qe(01)
1-q
Cum i!im S, = , iar pentru q=1 seria devine 1+1+1+
o pt g>1

... , deci este divergenta, putem retine urmatoarele rezultate:

B convergenta pt q € (0,1) (5.2)
Seria ) q“ este J

k=N
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divergenta pentru q>1

In continuare, vom da cateva criterii de convergenta pentru aceste serii.

1. Primul criteriu de comparatie:

Fie seriile Exk , fyk , X,Yx €87 si a e E7. Daca x, <ay, (V), keN,
k=1 k=1
atunci:
a) k§1yk convergenta = kixk convergenta
b) kixk divergenta = kiyk divergenta
Demonstratie:
Notam: S, =Xq+ Xy ..+ X
Evident avem:
S, <aoc, (V) keN (5.3)

0
a) Xy, convergentda = (o). COnvergent = (o, ).y Marginit superior
k=1

(5.3)
= o, <M (v) keN = s, <a-M (V) keN = (s )y Marginit

0
superior = (S, ).y COnvergent = Y x, convergenta
k=1

b) ixk divergenta = (s, )y divergent = (s, ).y Nemarginit superior
k=1

(5.3) @
— (Oy )ken NEMarginit = (o )y divergent = 3y, divergenta.
k=1

Exemple:
& (k)2 . (k> 1 .
a) Seria ) i este convergentd deoarece <— pentru k>1 si
~ (2k)! (2k)! ™ 2

comparatia se face cu seria geometrica
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. 1
k(k+1) k+1

este divergenta, deoarece Si

b) Seria Zﬂ_j

comparatia se face cu seria armonica.

2. Al doilea criteriu de comparatie

Daca: 2kt < Yiut (V) keN
Xk Y

Atunci:

o0
a) Dy, convergentd = » x, convergenta
k=1

b) Zxk divergenta = Zyk divergenta

k=1

Demonstratie:
Din Xt < Vit ) Xy X (V) keN = Xy Xy X
X Y Yo o Yk Yi Y2 Yk

...

Daca notam o =ﬁ, atunci x, <ay, (v) keN si suntem in conditiile
Y4

crietriului anterior.

3. Criteriul de condensare al lui Cauchy

0
Fie > x, x, €B8°

k=1
Dacd sirul (x,),., al termenilor serie este descrescator, atunci seriile

S X, §i 22 X,, au aceeasi naturs.
k=1 k=1

Demonstratie:

0
*) Presupunem ca seria ZZKX2K este convergenta. Vom grupa termenii
k=1

o0
seriei »_x, n felul urmator:
k=1
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ixk = X1 + (X + X3)+ (X4 + X5 + Xg + X7 ) + ...
k=1

+(X2k + X2k+1 + X2k+2 +..+ X2k+171)+

Fiecare grup contine 2 termeni (k > 0)

Notam vy, =X, + Xy, +... +X (5.4) si consideram seria Zyk

2k+1_1
k=0

numita seria cu termeni grupati.

o0 o0
Evident, natura seriei ) x, o putem preciza folosind seria )y,

k=1 k=1

k
Deoarece Yy = Xy + Xy o oot Xpr_, 27 Xy
ykszkx2k (v) keN (5.5)

putem folosi primul criteriu al comparatiei. Din Z:2"x2k convergenta
k=1

0 o0
= Yy convergentd = » X, convergent.
k=1 k=1

0
**) Presupunem seria ZXK convergenta si vom forma seria cu termenii
k=1

grupati Zyk astfel incat termenul y, _, sa fie
k=1

yk—1 = X2|,<,1+1 + X2k71+2 + X2k,1+3 +...+ X2k Z X2k + sz + sz +...+ X2k =

2'termeni
k-1 1k
= 2 . X2k = 52 X2k
Vs> %-2kx2k (v) keN (5.6)

Folosind criteriul comparatiei si relatia (5.6) obtinem: Zxk convergenta
k=1

o0 o0
= Yy, convergentd = » 2*x,, convergents.
k=0 k=1
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Exemplu:

Seria armonica generalizata
= 1
— (5.7)

o1 K

care este convergenta pentru o > 1.

care este o serie

in cazul de fats, seria 22kx2k este 22"(“‘1)
k=1 k=1

geometrica cu ratia subunitara pentru o > 1.
N

4. Criteriul radacinii al lui Cauchy

0
Fie seria > x,,cu x, eE"
k=1

a) Daca exista un numar natural N, astfel incat pentru orice k>N, sa

avem &/x, <q (q<(0,1) atunci seria Zxk este convergents.
k=1

b) Daca existd un numar natural N, astfel incat pentru orice k>N, sa

0
avem &/x, >1 atunci seria »_x, nu este divergenta.
k=1

Demonstratie:

a) Din §/x, <q (V) k=N, =x,<q* (v) k>x. Cum qe(01), seria

> q* este convergenta. Conform criteriului comparatiei, seria ZX este
k>N, k>N,

o0
convergentd = " x, este convergenta.
k=1

b) Din &/x, >1 k>N, = x, >1 (v) k>N, .
- (k)keN e :>sz

este divergenta.
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Corolar

Daca lim¥k/x, =1<, atunci:
k—o
o0
a) daca l<1= ) x, convergentd
k=1

b) daca I>1= ) x, divergenta
k=1

Observatie:

Daca 1=1, nu putem trage nici o concluzie asupra seriei.

Exemple:
- 1
a) seria » —— este convergenta deoarece limk/x, =lim—=0<1
kzz"(m k)k kam\/—k k- Ink
O (5k )¢ : .
b) seria este divergenta deoarece
o JleK? + k + 1)
lim K/, = lim ——2% =54
koo koo J16k2 +k+1 4

M

5. Criteriul raportului d’Alembert

0
Fie seria D x, , X, € "
k=1
a) Daca exista un numar natural N, astfel incat pentru orice k > N,sa

X U < <
avem ~¥1 <q (0 <q<1) atunci seria ) x, este convergenta.
Xk k=1

b) Daca exista un numar natural N, astfel incat pentru orice k >N, sa

X o . .
avem —&1 > 1 atunci seria este divergenta
Xy
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Demonstratie:

a) Din conditia Kt ¢ q (V) k=N,, rezulta x,., <gx, (v) k=N, sau
X

Xngp S Xy, (V) p21 (5.8)
Folosim criteriul comparatiei tindnd seama ca seria Zq” este
p>1

convergenta pentru qe(0,1). Rezulta ca Zxk este convergenta, de
k>N,

unde si seria ) x, este convergenta.
k=1

b) Din conditia Kt 5 4 pentru (v) k>N, rezultd x,.,>x, (V) k>N,,
Xk

deci sirul (x, )P 0. Seria 3 x, este divergenta.
k=1

Corolar:

. X .
Daca lim =¥ =| <, atunci:
k—o0 Xk

o0
a) Dacd I<1 =) x, convergents;
k=1

b) Dacal>1 = > x, divergenta

k=1

Observatie:

Daca |=1, nu putem spune nimic despre natura seriei:
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Exemple:
a) Seria 2—| cu a>0 este convergentd deoarece

X . a
lim 2K = |im =0<1
ke X, k—o K +

0 k
b) Seria Zi—b cu a>1 si b>0 este divergentd deoarece
k=1
lim 2t~ fima K P —as1
k —o0 Xk k—o0 k+1

6. Criteriul Raabe — Duhamel

0
Fie seria D x, ; x, € 2"
k=1

a) Daca exista un numar natural N,, astfel incat pentru orice
0
~ Xk . 0
k >N,sa avem k(— - 1) >\ > 1, atunci seria )_x, este
Xk k=1

convergenta.
b) Daca exista un numar natural N,, astfel incat pentru orice k >N, ,

. X . R . .
s& avem k(—k - 1J <1, atunci seria ZXK este divergenta.
Xy41 k=1

Demonstratie:
a) Pentru simplitate, luam N;=1si A=1+punde pn>0. Conditia

k( Xk —1) >1+pu (V) k=1 ne permite sa scriem:
Xk+1

kx, — (K + 1)Xyq = X >0 (V) k1 (5.9)

Prin urmare sirul (kx, ), este un sir descrescétor de numere pozitive,
deci este convergent. Notam

lim kx, =1 (5.10)
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Pentru  seria Z[kxk—(k+1)xk+1] consideram suma  partiala
k=1

Sp = D[y — (K + 1] = Xy = (04 D

k=1

Cum lims, =x,-1€B, rezultd ca seria Z[kxk —(k+1)x,.4] este

n—>o0 o

0
convergenta, deci convergenta va fi si seria ZXK conform criteriului

k=1
comparatiei si inegalitatii (5.9).
b) Din k(x—k—1js1 rezulta
X1
Xt > —x (v) k=N (5.11)
k+1 = K+1 k =2 .
Pentru simplitate luam N, =1 si obtinem
X1

XKZ? (V) k=1 (5.12)

Folosim criteriul comparatiei avand in vedere ca seria Z% este
k=1
divergenta.
Corolar:
o . Xk .
Daca limkl| ———-1|=1< 4w, atunci
ko | Xy
a)daca I>1 = ZXK este convergenta.
k=1
b)daca <1 = ZXK este divergenta.
k=1
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Observatie:

Daca I=1 nu putem spune nimic despre natura seriei.

Exemple:
- Jk!
S
a) Seria 2(2“/-)(2“/_) ..... (2+\/E)

este convergenta deoarece

=00 >1

2k
limk| —~—1|= lim
k—o [Xkﬂ J k—o lk+1

Seria Z cu a € (0,2)este divergenta deoarece
— oo+ 1) at+k-1)

lim k| —IlmL(a N=a-1<1

k—>o0 X1 k—o K 4+ 1

6. Exercitii rezolvate

i unde p,q=>1,

2k — P
kq

1) Sa se precizeze natura seriei {
kz‘ (2k)n

p,geN

p p
Din criteriul raportului avem lim Xiat =Iim(2k+1j ( k ) =1 deci
koo X, koo\ 2K+ 2 K+1

nedeterminare. Atunci folosim criteriul Raabe — Duhamel si calculam

p q
lim k| =< — 1| = lim k (Mj [k—”j _1]=
ko | Xy,q koo || 2K + 1 K
(2k+2)p(k+1) —(2k+1) L 2 (p +2q)k p+q1+...:p+2q

>1
= (2k + 1Pk kom PP 2

prin urmare seria este convergenta.
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© k
o . - a o . .
2) Sa se precizeze natura seriei E Wdupa valorile parametrului a > 0;
k=1 .

Vom folosi criteriul comparatiei avand in vedere inegalitatile existente

1< ¥kl <k (6.1)
sau
ak a*
—<—X
k_kk!_a (6.2)
*)Din | gk p

—<a

Kl

putem spune ca seria data este convergenta pentru a < (0,1)

*)Din | gk
!

>

Z |
z—|9’,¢

k k
a? divergenta pentru a > 1 deoarece (%J =0
keN

NgE

>
1
N

MS
x| =

este divergenta (pentru a=1)

>
1

1

putem spune ca seria data este divergenta pentru a>1

3) Sa se determine valorile parametrului xeE pentru care seria

2 (sinx)¥

este absolut convergenta, semiconvergenta sau divergenta.

*) Convergenta absoluta

© . k
. sinx - Y .
Pentru seria modulelor E | K | aplicam criteriul raportului
k=1
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lim 21 _ Jim | sinx | K =[sinx|< 1. Pentru x = (2n+1)= ne @
bl Vic+1 2

k—o0 Xk

**) Cazul x = g +2nm

Seria data devine z deci este divergentd deoarece este o serie
k=1

1
\/E’
armonica cu o = % <1.

***)

Cazul x = 32—n+ 2nn

Seria data devine Y (-1)" % deci este convergents fiind serie alternata
k=1

cu

[k >

Obtinem urmatorul rezultat:

absolut convergenta pentru x € B \ {(2n + 1)g,n e }

w [ Kk
Z (sinx) este divergenta pentru x e {g +2nm,ne }

k=1 \/E

. . 3n
semiconvergenta pentru x 7+ 2nm,n e

4) Sa se determine parametrul z € 3< pentru care seria
0 k

y4
zkzk

k=1

este absolut convergenta, semiconvergenta sau divergenta.

*) Convergenta absoluta
Pentru seria modulelor aplicam criteriul raportului

© |Z|k

k-2

Iika+1=Ii E-L=B<1pentru|zl<2.
ow X, kow 2 k+1 2
64

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

**)Cazul |[z|=2

in seria initiald separam seria partilor reale de cea a partilor imaginare
folosind forma trigonometrica a parametrului complex z.

z=|z|(cos6 +isinB) = 2(cos 6 +isin6)

- Z - CoSkO .= sinkO
ZiF & K Xk

k=1

Folosind criteriul lui Abel se poate arata ca cele doua serii sunt
convergente.

Pentru seria Y coskd

k=1

a)(ak)keN:(%)keN N0

avem:

b) Pentru seria Zcoske sirul sumelor partiale este marginit deoarece
k=1

(h+1)-0 . no

cos+— 12 .sin-—
|s,| =|cos6+cos20 + - +cosnb| = 2 5 2|, 1 ,
‘ sinE sing

pentru 6 = 2kn

***)Cazul |z|>2

iKZZK Z(|Z|jcoik i(lzl) sw;(ke

k=1 k=1 k=1

ele doua serii de numere reale sunt divergente deoarece sirurile

C
ko
(|z| cos ] .. 0
keN

y4 smkG
| | } o
keN

Prin urmare, am obtinut urmatorul rezultat
- absolut convergenta pentru ze 3<cu |z |< 2

Z z - este: - semiconvergenta pentru ze 3<cu | x|=2 si 6 # 2Kkn
k=t -divergenta pentru ze <cu | z|> 2

5) Sa se calculeze sumele urmatoarelor serii:
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R
2) kZ::‘k(kH)
© k _ K+1
b) Z2 +§k 1)
k=1
2 1
°) kzz(;k!
0 2
d) zk—

=~
LN
.: —

a) Pentru aceasta serie, vom calcula suma, s, folosind definitia

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy = + +ot ==1-—+—-——=+ - +———=1-—
1.2 2-3 k(k+1) 2 2 3 k k+1 k+1
prin urmare
S = IlmsK = lim ’I—L =1, deci s =1.
ko0 k+1
b) Seria se poate scrie ca diferenta dintre doua serii geometrice cu ratie
2 1
0 k k+1 0 k 0 k - -
subunitara 22 + ) Z(gj —2(— 1) = %——51 _2 Geci
k=1 o1\ 9 e A 1-2 14— 6
5 5
5
S=—.
6
¢) Vom folosi limita cunoscuta a sirului
k
1 .
(X hean CU X4 Zgﬁ’ limx, =e
R SN
In cazul seriei de fata, observam ca s, - deci I|m S, =€.
7n!

n=

Deci putem retine seria lui e
> 1
— k!

=€

d) Pentru calculul sumei acestei serii putem folosi seria numarului e
daca punem seria sub o forma convenabila
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Sk 2 Sk 2 k(k —1)+k
D D e

:22%=2e deci s = 2e.
k=0 ™
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CAPITOLUL IV

FUNCTII VECTORIALE DE VARIABILA VECTORIALA

4.1. Tipuri de functii

a) In spatiul vectorial '/ consideram o multime E — &' si o functie
f:E —> Q. Aceasta face sa corespunda vectorului X = (X4, X,,...X, ) €E
numarul real pe care il notdm f(x) sau f(x,,X,,...X,). O astfel de functie

f-EcE" > o numim functie reala (scalara) de o variabila vectoriala

sau functie reala (scalara) de n variabile reale.

De exemplu, functiile f,g: ' > g,
f(Xpy Xppee X, ) =X+ X, ...+ X, €

(Xgs Xy X ) = Xq Xy o X, €
numite functie suma, respectiv functie produs sunt functii reale de n
variabile reale.

Fie: Xy = (Xg1s Xops++-Xo, ) € E punct fixat
X = (X4, X,,...X,,) € E punct curent.

Notsm E, = {x, e SA(Xgs-os Xoits Xis Xojatrees Xon ) € %

Definitie:
Functia f :E, c 8 — g definita de relatia:
fi(X;) = F(Xo1s--s Xoi_1: Xis Xoi 13-+ Xon ) (1.1)

se numeste functie partialad a functiei f.

Subliniem faptul ca pentru o functie de n variabile putem defini n functii
partiale.
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Exemplu:
Fie f:EcC - &, f(x,y)=y1-x*-Vy? (1.2)

unde E = {(x,y) € &12|x2 +y? < 1}

Pentru aceasta functie putem defini doua functii partiale.

1
Pentru y = > obtinem functia partiala

f1(x)=f[x,l] - 2o (1.3)

2) Va4
5
"2

N‘ﬁ

definitd pe multimea E, = {— } ckR

Pentru X :é obtinem functia partiala

1 24
fL(y)=f =,y |=.=—=-V? 1.4
2(Y) (5 yj o5 Y (1.4)
definitd pe multimea E, = {—%%} ck

Graficul unei functii reale de n variabile reale este o multime din spatiul
cu n+1 dimensiuni,

Gy = {(x, F()) € &*[x = (xy.....x,) € E}

b) Fie acum m functii reale
fo,f.,f i Ecd o

Valorile acestor functii intr-un punct x e E formeazéd un sistem de m
numere reale, f,(x),f,(x),...,f.(X) pe care le putem considera
coordonatele unui punct din \J".

Daca fiecarui punct xeE c ' facem sa-i corespundd punctul
(f,(x),...,T (X)) € " obtinem o functie

f.Ec "
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definita prin egalitatea:

f(x) = (f,(x), f,(X),..., (X)) (1.5)

pe care o numim functie vectoriala de o variabila vectoriala sau functie
vectoriala de n variabile reale si 0 notam simplu

f=(f,f,..f) (1.6)

Functiile reale f,,f,,....,f :E c ' — & se numesc componentele scalare
ale functiei vectoriale f .

Graficul acestei functii vectoriale este o multime din spatiul &'
G, = (X Fi(X),-rn (X)) e "I € EJ.

c) Daca consideram spatiul vectorial al vectorilor liberi <X/, prin
analogie, putem defini o functie vectoriala de variabila vectoriala pe care
0 notdm

fiEc > <&

si pe care o precizam prin componentele sale
f=[f,f,...T ]
fEcH >k, i=1m

Exemple:
*) Cu ajutorul coordonatelor polare, p si 0 putem defini o functie

vectoriala

rrEcky >«
unde T este vectorul de pozitie al punctului M(X,y) din plan
Y
. Mocy)
r
0 B
X
Deoarece
X =pcosHo
1.7
y =psin6 a7
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unde p = | iar 6= XOM, functia vectoriala T este

f =[pcos6,psin6]=pcosOi +psin 6] (1.8)

unde i = [10] si j= [0,1] sunt vectorii bazei canonice din <X

**) Analog, cu ajutorul coordonatelor sferice p, 0, si ¢ putem defini o
functie vectoriala 1 :E c i — X

IFl=p
/%\1 y 8=M'OM
x M'0cy.0) ¥
X = pCcos O cos ¢
y =pcosOsine (1.9)
zZ=psin0
r =[pcos6cos g, pcosOsing,psind]= (110
- - ~ 1.10
=pcosOcosei+pcosOsingj+psindk
unde T, ] k sunt vectorii bazei canonice din <3|
(B8]
d) Functia
fiEc@-> A

este tot un exemplu de functie vectoriala de o variabila vectoriala.

Exemplu:
Dacé consideram in & dou& puncte materiale P, si P, de mase m,, m,

situate la distanta r unul fata de celalalt, forta F cu care punctul material
P, este atras de P,, conform legii lui Newton, este

70

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

w0

Pk (1.11)

unde p e X, |jp| =1 (versorul directiei P,P,)

Acesta este un exemplu de functie f :E = &1 — <]

e) Functia

f:Ec ExEx...x &> A

p ori

o numim functie vectoriald de p variabile vectoriale.

Exemplu:
Daca studiem miscarea unui punct material de masa m in campul

gravitational al Pamantului, forta care actioneaza asupra lui este forta de
greutate

E-mg (1.12)

Aceeasi forta o putem exprima prin

F=mr (1.12')
unde T este vectorul de pozitie al punctului material.

Prin integrarea ecuatiei

i-g (1.13)
obtinem

2 ~ .
~=t§g+tc1 +C, (1.14)

si avem un exemplu de functie 1 :E ¢ KRIx Rx X — X
0
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4.2. Operatii cu functii vectoriale

Sa consideram functiile
f:E,cd > "

g E,cd >
o E;cd -k

Suma f+g:E,nE, c g - " este definita astfel
F+9)(xX)=Ff(x)+9(x) | (V) xeE,NE, (2.1)

Produsul af al functiei f cu scalarul o € I este o functie
of 'E,cld >

definita astfel
(af)(x) = af(x) (V) xeE, (2.2)

in mod asemanator, produsul ¢f intre functia vectoriala f si functia
scalara ¢,

of :E,nE;c Y >

este definita de relatia
(pf)(x) = o(x)f(x) (V) xeE;nE, (2.3)

Operatiile de adunare si inmultire cu scalari (sau cu functii scalare) ale
functiilor vectoriale se reduc la operatiile respective, efectuate asupra
componentelor lor reale.

Astfel, daca f = (f,,f,,....f.) si 9=(9,,9,,--,9,,), atunci

f+g=(f+9y.f, +9,,....5, +9n)
of = (af;, af,,...,af ) (2.4)

of = (of;, of,,..., 0f,)

Pentru functiile vectoriale f si g putem defini produsul scalar

(£,8)(x) = (F(x).g(x)) = 3 £(X)g, (%) (2.5)
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precum si norma

Itx) = 0] = 3. 2000 26)

4.3. Compunerea functiilor vectoriale

Sa consideram functiile vectoriale
f:Ecd >Fc", f=(.f,,...f.),

g FcY' > ¥, 9=(919--9,),
h=goef:Ec >, h=(h,h,..h)

Pentru orice X € E putem scrie:

h(x) = (g F)(x) = g(f(x)) = (9:(f(x)), G (f(x)), ... g, (f(x)))

adica
hy(x) = g4(f(x)) = (94 o f)(x)
ha (x) = 6, (f(x)) = (g; = F)(x) 31)

h, (x) = g, (f(x)) = (g, > F)(x)

Prin urmare, compunerea a doua functii vectoriale revine la a compune o
functie scalara cu o functie vectoriala.

Exemplu:

Fie functiile
fIEcCK; >Fc, f(x,y) = (xcosy,xsiny,x),
g Fck >, g(u,v,w) = (u? ve’,w?),

Functia compusd h=gof, h:E c & — & are componentele

hy=g,-f
hzzgzof
h3:g3of

hi(x,¥) = g,(f(x,y)) = g,(xcosy,xsiny,x) = x* cos’ y
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XCoSsy

h,(X,y) = g,(f(x,y)) = g,(xcosy, xsiny,x) = xsiny -e
hs(x,y) = g5(f(x,y)) = g;(xcos y, xsiny, x) = x*

Prin urmare, functia compusa h este

h(x,y) = (x* cos® y,xsiny - %Y, x?)

[

4.4. Inversarea functiilor vectoriale

Fie aplicatia biunivoca
T-EcY >Fcl4", T=(f,f,....T,)

si inversa sa
T '"Fc">ECY, T =(0pPprerer @)

Vom incerca sa stabilim o legatura intre componentele reale ale functiilor
TsiT".

Putem scrie:

T(x) = (f,(x),f2(X),.... T, (X)), x:Ec¥,

TUY) = (@(¥), 9x(¥)es (), V:Fc W

Pentru fiecare punct y e F existd un punct x € E si numai unul astfel

incat y = T(x),si anume punctul x = T'(y). Altfel spus, pentru fiecare
vector y € F, ecuatia

y = T(x) (4.1)

cu necunoscuta vectoriald X, are o singura solutie in E, anume
-1
x=T7(y) (4.2)

Fie y =(Y VYo ¥y ) €F si X=(X;,X,,...,X,) €E

Egalitatea (4.1) se scrie
(Y1 Y2 Y ) = T(X) = (£i(X), F(X),.... £, (X))
adica y, = f,(x), y, =f,(x), ..., Y =f,(X)

sau
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Yi =X X500 %)
Yo =5 (Xq, Xp0ee X)) (4.3)
Vi = X0 X ,)

Ecuatia vectoriala (4.1) este echivalenta cu sistemul (4.3) de m ecuatii
scalare.

Analog, ecuatia (4.2) se scrie

(X4 Xg5e00, %) = T(Y) = (@4(Y), 95 (), 94 (Y))
si putem spune ca este echivalenta cu n ecuatii scalare

X1 = 04(Y1, Y255 Yim)
X, :(Pz(y1,y21---’ym) (4 4)
Xo = @0(Y1: Y21 Yim)

A spune ca pentru orice y € F, ecuatia y = T(x) are o singura solutie in
E, x:T’1(y), revine la a spune ca, pentru fiecare sistem de valori
(Y1, Y20 Ym) sistemul (4.3) de m ecuati cu n necunoscute are o
singura solutie (X, X,,...,X,) datd de egalitatea (4.4).

4.5. Functii vectoriale marginite

Consideram functia f :Ec i - "

Definitie:
Functia f este marginitdi pe multimea E daca multimea

valorilor f(E) = iJ" este marginita.

Aceasta inseamna ca exista o sfera in iJ" centrata in origine si de raza
r, U(0,r), astfel incat, f(E) = U(0,r) = id". Aceasta revine la a scrie ca

pentru orice punct X € E avem |ff(x)|<r.

Obtinem astfel o definitie echivalentd cu cea precedentd datd de
urmatoarea
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Propozitie:

Functia f:Ec ' > " este marginita pe multimea E dacé si
numai daca existd un numar r >0 astfel incat pentru orice X eE sa
avem ||f(x)|| <r.

Pentru functia vectoriala f:Ec ' > ", f=(f,f,,....f,) mai putem
demonstra urmatoarea

Propozitie:
Functia vectoriala f este marginitd daca si numai daca toate

componentele sale scalare, f,f,,...,f sunt marginite.

Intr-adevar, pentru orice X € E avem

f(x) = (£i(x), £(x),.... T (X))
Si

o0 <[ < X 0f, k=Tm

*) Dacd f este marginitd, atunci [f(x)|<r (V) x eE si din inegalitatea

|fk(x)|£||f(x)|| rezulta |fk(x)|£r (V) xeE si k=1m, deci functiile f,

sunt marginite.

**) Daca functiile f, sunt marginite, atunci |fk(x)| <r, <o (V) xeE.Prin

urmare i|fk(x)| < irk =r si folosind inegalitatea ||f(x)|| < i|fk(x)|
k=1 k=1

k=1
deducem [f(x)|<r (V) x €E, deci f este marginita.

Studiul functiilor vectoriale marginite se reduce la studiul functiilor scalare
marginite.
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4.6. Limite de functii vectoriale

Fie functa f:Ec ¥ —> ", vectorul x, e punct de acumulare,
pentru E si vectorul | e i§".

Definitie:

Se spune cia vectorul | € iJ" este limita functiei f in x, €
daca pentru orice vecinatate a lui |, U(l) c IJ", exista o vecinatate a
lui X,, V(X,)c ', astfel incat pentru orice x € V(x,)NE, x #X,,
sa avem f(x) e U(l).

Se scrie lim f(x) =1

X—>Xg

Propozitiile urmatoare dau definitii echivalente ale limitei.

Propozitie 1:
lim f(x)=1 < pentru orice sir (X )., =X, cu X, €E,

X—Xg

X # Xq, sirul (f(X,))cg = |

Propozitie 2:
lim f(x)=1 <« pentru orice ¢ >0, existd un numar & >0

X—Xq

astfel incat oricare ar fi xeE, X=X, cu |x-x,|<3,, s& avem
[f(x)-1| <&

Propozitie 3:
lim f(x)=1 < pentru orice ¢ >0, exista o vecinatate a lui X,

X—Xg
V.(x,) < X', astfel incat pentru orice x € V. (x,)NE, x # X, s& avem
[fO)-1| <.
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Deoarece X = (X, Xy, X, ) EE K si Xy = (Xo1s Xg2s-05 Xon ) € &'
conditia X — X, este echivalenta cu conditiile

X; = Xo1
Xy = Xop
X, = Xon
De aceea, in loc de Ilim f(x), putem scrie lim f(x;,X,,...,X,), Si
X—Xq X4 —=>Xo1
Xo = Xp2
X, —Xon
intelegem ca trecerea la limita se face independent, dar simultan pe

componente.

Pentru functia vectorialda f:Ec - W', f=(f,f,,...,f,) putem
demonstra urmatoarea

Propozitie
lim f(x)=1 < Ilim fj(x):lj, j=1,

Demonstratie:
(def)
=" limf(x)=1 = pentru (V) (X )y =X, cu X, €E, X, #X,

X—Xg

3

avem (f(x,))., =|. Acesta fiind un sir de vectori din &' =

___ (def)
(X Mkee = cu j=1m = lim f(x) =1,

X—>Xg

Pentru implicatia inversa, demonstratia este asemanatoare.

Retinem ca
lim f(x) = (lim f,(x), lim f,(x),..., lim f_(x))
Observatie:

Daca una dintre componentele reale ale functiei vectoriale f nu are limita
in X, , sau daca aceasta este infinita atunci f nu are limita in X, .
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Se pot demonstra urmatoarele proprietati ale limitelor de functii
1) Fie f:Ec i > ", x, e ', punct de acumulare pentru E . Daca f

are limita in X, , atunci limita este unica.

2)Fie f:Ec > ", x, e ', punct de acumulare pentru E, 1€ ".
fOo =

lim f(x)=1 = lim

X—Xq

3)Fie f,gh:Ec i >, x, € ¥ punct de acumulare pentru E

Daca:

a) (3) lim f(x), lim g(x), lim h(x)

b) (3) V(x,) af. pentru (V) xeV(Xx,)NnE, x=#X,, avem
f(x) < g(x) < h(x)

Atunci: lim f(x) < lim g(x) < lim h(x)

4) Fie f,g,h:E c g —> &, X, punct de acumulare pentru E, | e Q.
Daca:
a) lim f(x)= lim g(x) =1

b) (EI)0 V(x,) af. pentru (V) xeV(Xx,)NnE, x=#X,, avem
f(x) < g(x) < h(x)

Atunci: lim g(x) =1

X—Xg

5)Fie f:Ec X >, x, € &' punct de acumulare, | e &
Daca:
a) (3) lim f(x)

b) a< limf(x)<p,unde o,pellx

Atunci: (3) V(x,) a.i. pentru (V) xeV(x,)NE, x#Xx,, s avem
a<f(x)<p
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6) Fie f,g:Ec ¥ > &, x, e ¥ punct de acumulare pentru E .

Daca:

a) (3) lim f(x), lim g(x)

b) lim f(x) < lim g(x)

Atunci: (3) V(x,) a.. pentru (V) xeV(x,)NE, x#Xx,, sa avem
f(x) < g(x)

7) Fie f,g:Ec ¥ > ", x, e ', punct de acumulare pentru E; | si
* e "

lim (x) =1
lim g(x)=1* | = im (f+g)(x)= lim f(x)+ lim g(x)=1+1

X—>Xq

lim f(x)=1
8)im gy =1+ | =, im{f.g)(x)= <X|L”X10 f(x), lim g(x)> = (1)

X—>Xg

9) Fie f,g:Ecd >, x, e, punct de acumulare pentru E; | si

el
lim f(x) =|
lim g =1+ | = im (f-g)(x)= lim f(x)- lim g(x)=1

10) Fie f:Ecl > si gEc >, x,eld, punct de
acumulare pentru E.

a) lim f(x)=0
X—>Xg - 3 lim (fg)(X):O
b) g marginita pe V(x,) X%,

Pentru existenta limitei intr-un punct a unei functii vectoriale putem
demonstra urmatoarele criterii.
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Criteriul Cauchy — Bolzano

Fie f:Ec i »> ", x, € &' punct de acumulare pentru E.

Functia f are limitd in X, daca si numai daca pentru orice € > 0 existad o
vecinatate a lui X,, V.(X,), astfel incat pentru orice doua puncte x’ si

X" € V,(Xo)NE, X' si X" # X, , s& avem [f(x")—f(x")

<E€.

Demonstratie:
(def)

“=” limf(x)=1 = pentru (V) ¢>0 (3) V.(X,) a.l. pentru (V)

X—Xg

X €V, (%) NE, X # X, , avem [f(x) || <§

Pentru doud puncte X' si X" € V. (X,)NE, cu X', X" # X, putem scrie
€

f(x')-1I| <=

o) < &

14 _ E
o)<

Calculam

[fx)=f(x")

<[y~ 1|+ 1 - F(x")

e €
<—+—=¢

2 2
“<"” Presupunem ca pentru (V) €>0 (3) V.(X,) astfel incat pentru

(V) X' si X" eV, (X)) NE, cu X', X" = x,, s avem [f(x')—f(x")| <&.

Fie sirul (X, ).; = X, cu X, €E, X, # X, . Putem spune ca (3) un rang
N, astfel incat pentru orice p,q >N, s& avem X, si x, € V(X,), X, si

X, # X, , deci s& putem scrie ”f(xp)—f(xq )H <Eg.

Rezultd ca sirul (f(x,))., este un sir Cauchy in " deci este

convergent. Rezulta ca exista | € i" astfel incat lim f(x)=1.
X—>Xg
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Criteriul majorarii

Fie f:Ec i —> ", x, punct de acumulare pentru E si

0. EcY ->kg.

Daca:

a) limo(x)=0

b) (3) le " si (3) V(x,) astfel incat pentru (V) x e V(x,)NE,
X # Xy, avem [f(x)—I| < ()

Atunci: lim f(x) = |

X—Xq
Demonstratie:

Fie un sir (X g = X0, X € V(X)NE, X, #X,. Conform ipotezei
putem scrie
lim o(x,) =0

||f(xk )- ||| < (%)

Folosind criteriul comparatiei de la siruri, putem spune ca I1im f(x,)=1,

de unde rezulta ca lim f(x)=1.

X—>Xg

4.7. Limita pe directie

Fie vectorul a € X. Daca ||é|| =1, spunem ca a este o directie in iJ'.

Notam < 4(x,)= {x € &1”|x =X,+ha, he &z} Aceasta multime din &' o

numim dreapta ce trece prin X, € &', directia ei fiind data de vectorul a.
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Fie f:Ec > ", x, e punct de acumulare al multimii E si
le Q.

In cazul limitei pe directie, ne intereseaza limita functiei f in X, atunci

cand X se apropie de X, pe o dreapta de directie a ce trece prin acest
punct, adicd x € ® ;(x,) cE.

Definitie:
Spunem ca limita functiei f in X, pe directia data de vectorul
a este |, (lim f(x)=1), daca | = Lirrgf(xO +ha).
X—Xq -

(a)

Definitie:
Spunem ca f are limitd pe directie in X, daca
Lirrgf(xo +ha) =1 pentru orice vector directie a.

_— = _— ——

directie in X, , reciproca nefiind totdeauna adevarata.
De exemplu, functia f: & >

Xy

f(xy) =1 x% +vy?

0 pentru (x,y)=(0,0)

nu are limitd in (0,0) € & deoarece nu are limita pe directie.

pentru (x,y) = (0,0)

Deoarece este vorba de punctul (0,0) e &{2 putem spune ca de acest
punct ne apropiem pe o dreapta de ecuatie y = mx .

Limita pe directie o putem calcula astfel:
2
. . . mx m
lim 0)f(x,y) = Ilngf(x,mx) =lim
X—>

()50 x>0 x2(1+m?) 1+ m?
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si cum limita depinde de panta dreptei, deci de directia pe care ne
apropiem de punctul (0,0) € &, rezultd c& f nu are limitd pe directie in
(0,0) e &, deci nu are limita in acest punct.

4.8. Limite iterate

Fie functia f:Ec > " si X, =(Xgp Xgzr Xon) €', punct de
acumulare al multimii E .

Din aceasta functie vectoriala de n variabile reale, putem obtine functii
vectoriale de o variabila reala, si anume functiile sale partiale.
f:Eck->§", i=1n

f(X) = F(Xy, Xgpeees Xiyeeis X,y ) (8.1)

unde E; = {xi e&(x1,x2,...,xi,...,xn)e E} iar numerele X, sunt puncte
de acumulare pentru aceste multimi.

Se pot considera limitele acestor functii de o singura variabila.
lim f(x;)= lim f(x;,X,5,...X;,...,X,), i=1n (8.2)

I
X; =>Xoj X;j—=>Xp

Cu observatia ca limita (8.2) este o functie vectoriala ce depinde de
celelalte n-1 variabile ramase diferite de x;. In mod asemanator putem

calcula limita
lim (lim (X X, X X)) 5 j#i (8.3)

Xj—=Xoj Xi—Xoj

care ne conduce la o functie vectoriala ce depinde de cele n—2 variabile
ramase

Acest procedeu se poate continua pana se epuizeaza toate variabilele.

Definitie:
Numim limitd iteratda a functiei f in punctul x, €' limita
functiei f In raport cu toate variabilele luate pe rand.

De exemplu:
lim lim ... lim f(x,X,,...,X,) (8.4)

X1 —=>Xp1 Xg =X X, =>Xon
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Deoarece trecerea la limita se poate face in n! moduri, putem spune ca o
functie de n variabile are n! limite iterate.

Propozitie:
Daca exista limita unei functii intr-un punct si una dintre limitele

sale iterate n acest punct, atunci aceste limite sunt egale.

Demonstratie:

Pentru simplitate consideram cazul unei functii de doua variabile
fiEc >, (X,,Y,) € &% punct de acumulare pentru E .

Presupunem ca exista limitele
lim f(x,y)=1e @B
X—Xq

Y=Y (8.5)
limlimf(x,y)=1, e §"

x—0y—0

vom arataca | =1,,

Pentru fiecare x e E, = {X € @,(x, y)e E} notam

F(x)=limf(xy) (8.6)

Prin urmare,

X'LT F(x) =1, (8.7)

Fie ¢>0 arbitrar ales. Deoarece lim f(x,y)=1 comform definitiei,
y%yg

putem spune c& existd o vecinatate V(X,,Y,)c % astfel incat pentru
orice (X,¥) € V(Xy,Yo)NE, (X,¥) # (X,,Y,), S8 avem
Ifxy) -l <e (8.8)

Deoarece pentru fiecare x € E, exista lim f(x,y)=F(x), atunci
Yy—=>Yo

lim i y) -1 = [Fo) 1| < & (8.9)

Rezulta ca ||F(x)—||| < & pentru orice X € E, astfel ca

85

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza matematica

(X,¥o) € V(Xo,¥0)NE

De asemenea putem afirma ca

F(x) 1| = tim F(x)—I‘—||I12—I||<8 (8.10)

X—>Xq

lim

X—>Xq

de unde rezulta | =1,,.

Observatii:

1) Daca exista numai una dintre cele trei limite

I|m f(x,y), I|m I|m f(x,y)), lim lim f(x,y)

yﬁyg Y—=Yo X—>Xg

nu rezulta ca si celelalte doua limite exista.

Este posibil ca numai una sau numai doua din aceste limite sa existe.

Exemplu:
Functia f: i8> &
. .1
Xsin—+ysin— 0,0
y ysin— (xy) = (0,0)

f(x,y) =
(.¥) (xy)=(00)

0

nu are limite iterate, dar are limita obignuita in punctul (0,0) € Q%

1 1
limlimf(x,y) = lim Ilm(xsm +ysin— ] nu existd deoarece functia
x—>0y—>0 x—0[ y—0 y X

sin nu are limita la infinit.

I 1 1)] o o
limlimf(x,y) = lim| lim| xsin—+ ysin— | | nu exista din acelasi motiv.
y—0x—0 y—0[ x—0 y X

limf(x,y)= I|m )fsm1+ ysm1 =0 deci exista
x—0 y X

0
y—0 yeO marg 0 marg

2) Daca limita nu exista, limitele iterate pot exista amandoua si sa fie
diferite.
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3) Este posibil ca, desi (X,,Y,) este punct de acumulare al multimii E,
multimea E, = {x € &i(x,y) € E} sa nu aiba pe X, ca punct de acumulare

oricare ar fi y. In acest caz nu are sens lim f(x,y) oricare ar fi y
X—Xg

4.9. Continuitatea functiilor vectoriale

Fie functia f:Ec i > " si x, €E.

Definitie:

Functia f este continua in X, daca pentru orice vecinatate a
lui f(x,), U(f(x,)) =", exista o vecinatate a lui x,, V(x,)c ¥,
astfel incat pentru orice x € V(x,) "E sa avem f(x) € U(f(x,)) .

Cu alte cuvinte, daca x, € E este punctul de acumulare al acestei
multimi, putem spune ca f este continua in X, daca lim f(x) = f(x,)
- — X—Xq

Putem sublinia urmatoarele propozitii care dau definitii echivalente ale
continuitatii.

Propozitia 1:
Functia f este continua in X, , daca si numai daca pentru orice sir

(X ks = Xo» X € E, sirul (f(X, ) = f(Xo).

Propozitia 2:
Functia f este continua in X,, daca si numai daca pentru orice

numar € >0 existd un numar &, >0 astfel incat pentru orice x€E cu

X=X, < 8, sa avem [f(x)—f(x,)| <e.
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Propozitia 3:
Functia f este continua in X,, daca si numai daca pentru orice

numar €>0 existd o vecindtate V (Xx,), astfel incat pentru orice
x € V(x,) NE s&avem |ff(x)—f(x,)| <&.

Definitie:
Functia f este continua pe multimea E daca ea este continua
in fiecare punct x cE.

Proprietati ale functiilor continue

Fie f,g:Ecd >&", x,¢€E,
0:EcH" >R, aell.

1) Daca f, g, ¢ sunt continue in X,, atunci si functile f+g, of, ¢f
sunt continue in X, .

2) Daca f si g sunt continue in X, , atunci si (f,g) este continua in X, .
3) Daca f este continua in X, , atunci [f| este continu in x, .

4) Daca f este continua in x, si f(X,)= 0 atunci existd o vecinatate
V(x,) astfel incat pentru orice x € V(x,)NE, f(x)=0.

5) Daca f este continud in x, si f(x,)= 0 atunci existd o vecinatate
V(X,) pe care functia f este marginita.

6) Prin compunerea a doua functii vectoriale continue se obtine tot o
functie continua.
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Propozitie:
Functia vectoriala f:Ec ¥ - ', este continud in x, €E,

daca si  numai daca toate componentele sale scalare
fy.... fy 1 E < &' = & sunt functii continue in X, .

Demonstratie: sa folosim sirul de inegalitati

00~ ) < 00— 10, < Y0~ (x0)

(def)
“="Din f continud in x, = pentru (V) ¢>0 (3) 5, >0 astfel incat

pentru (V) x €E, [x—x,| <38, avem [f(x)—f(x,)| <e.
Folosim inegalitatea [f, (x)—f, (X, )| <|[f(x)—f(x, )
deducem [f (X)—f,(x,) <&

pentru orice X eE, ||X —X0|| < §, . Prin urmare functiile f, (k = 'I,_m) sunt

continue in X, .

(def)
“<"Din f, continuein x, = pentru (V) €¢>0 (3) 5, >0 astfel incat

pentru (V) X €E, [x—X,| <8, avem [f (x)—f(x,)]| < %

Folosim inegalitatea  [f(x)—f(x,))| < i|fk(x)—fk(xO )
k=1

deducem [[f(x)—f(x,)| <

pentru (V) xeE, ||x—x0|| <8, . Prin urmare, functia f este continua in

Xg -
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4.10. Continuitatea pe directie

Fie functia f:EciJ' > ", x, € E si a un vector directie in .

Definitie:
Functia f este continua in X, be directie daca

lim £(x, + ha) = f(x,) oricare ar fi vectorul directie a, cu X, +ha cE.

Putem afirma ca daca functia f este continua in X,, atunci ea este
continua si pe directie, reciproca nefiind totdeauna adevarata.

Exemplu:
Functia f: & > I8
X2y2
entru (x,y)= (0,0
oy = T oE g PenY ()% (00)
0 pentru (x,y)=(0,0)

este continud pe directie n punctul (0,0) € & dar nu este continua in
acest punct.

Pentru continuitatea pe directie vom calcula limita in (0,0)6&12 pe
dreapta de ecuatie y =mx .

2,2
lim  f(x,y) = lim f(x,mx) = |i m-x =0="f(00
() (00) (xy) X0 ( ) XIE?J(m2+1)x2—2mx+m2 (09)

oricare ar fi panta m a dreptei, deci oricare ar fi directia. Rezulta ca f
este continua pe directie in (0,0) e &

Pentru a ardta ca aceastd functie nu este continué in (0,0) e X este
suficient sa folosim definitia cu giruri. Intr-adevar daca ne apropiem de
punctul (0,0)e¥’ cu un sir de puncte situate pe parabola y = x?,

constatam ca
6
: L 2y _ i X _
(X’yl)lirzojo)f(x,y)_leggf(x,x )_legg 8 1+ (0,0)
(y=x%)

de unde tragem concluzia ca f nu este continua in punctul (0,0) € &
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4.11. Continuitatea partiala

Fie din nou functia f :E < &' — ", si punctul Xy = (Xg1,Xg2-+» Xon ) €E -

Consideram multimea

E, ={x e S(Xo1s Xgzseees Xiyeens Xon ) € E}
precum si functia partiala
f:Ecla—> " definita de

f.(X,) = F(Xg1s Xg2s--+5 Xis-ves Xon )

Definitie:
Functia f este continua partial in raport cu variabila x; in

punctul X, eE daca functia partiala f este continua in punctul

Xy €E;.

Prin urmare, a spune ca functia f este continua partial in raport cu
variabila X; in X, inseamna ca, pentru orice numar ¢ >0, existd un

numar 5, >0 astfel incat oricare ar fi x; € E; cu |x, —Xq| <3, s& avem
[fi(x)) —fi(xq:)| < &, adica

[F(Xots--s Xirees Xon ) = F(Xgg1e-es Xiseees Xon )
Daca functia f este continua in Xo e E, vom spune ca aceasta este

<ég

continua in X, in raport cu ansamblul variabilelor X,,X,,...,X, pentru a nu
confunda cu continuitatea partiala care se refera la o singura variabila.

Propozitie:
Daca functia f este continud in X, in raport cu ansamblul

variabilelor, atunci ea este continua in acest punct in raport cu fiecare
variabila.
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Demonstratie:
(def)
Din f continud x, = pentru (V) €¢>0 (3) 3, >0 astfel incat pentru

<9,

orice X =(Xy,...,X,) €E cu proprietatea |X; —Xy| <3,,....[X, = Xq,

s& avem |[f(Xy,..., X,) = F(Xgqr--, Xon )| < €.
In particular, daca
X, = Xoq| <8, $i X5 =Xgp 1 -0 Xy = Xgp

avem
(X4 Xoze-Xon ) = F(Xg1s Xogsmws Xon )| < €

si putem spune ca functia f este continua partial in raport cu variabila X,
in punctul x, eE.

Continuitatea in raport cu celelalte variabile se demonstreaza la fel.

Observatie:

Daca functia f este continua in x, Tn raport cu fiecare variabila in parte,

nu rezulta ca este continua in X, in raport cu ansamblul variabilelor.

Exemplu:

Functia f: }& > g
Xy

f(x,y) =1 x> +y?
0 pentru (xy)=(0,0)

pentru (x,y) = (0,0)

este continua in (O,O)e&{2 in raport cu fiecare variabila, dar nu este
continua Tn raport cu ansamblul lor.

Avem f(x,0)=0 pentru orice x €\{0} deci lim f(x,0) =0 = f(00),

adica f este continua in origine in raport cu variabila x.

De asemenea f(0,y)=0 pentru orice yeR\ {0} deci
Iirr(1)f(0,y):0=f(0,0), adica f este continua in origine in raport cu
y—>

variabila y .
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Functia nu este continua in origine in raport cu ansamblul variabilelor
deoarece nu este continua pe directie. Intr-adevar daca calculam limita
pe o dreaptd y =mx avem

2

. . . mx m
lim  f(x,y)=Ilimf(x,mx)=lm-——-5— = 5
() 5(0.0) x>0 =0 X2 +m°x® 1+m

Cum limita depinde de panta dreptei, rezulta ca functia f nu are limita pe

directie in origine, deci nu este continua in acest punct.
L

4.12. Continuitatea uniforma

Inafara continuitatii punctuale pe care am prezentat-o pana acum, pentru
o functie f:Ec i — " mai putem defini un tip de continuitate cu
caracter global, pe intreaga multime E.

Definitie:
Functia f este uniform continud pe multimea E daca pentru
orice numar ¢>0, exista un numar 5 >0 astfel incat pentru

X! _ X”

oricare doua puncte X' si X"€E cu
||f(x')—f(x"

<9, sa avem

<Eg.

Propozitie 1:
Daca functia f:E c &' —» I&" este uniform continua pe multimea
E, atunci ea este si continua pe aceasta multime.

Aceasta proprietate rezulta din definitia continuitatii uniforme luand
X" =X, (fixat).

Observatie:

Reciproca nu este in general adevarata.
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Exemplu:
Functia f: (-1+x©) > &

f(x):i+x
X+1

este continua pe acest interval fiind compunere de functii elementare, dar
nu este si uniform continua.

*) Daca luam doua puncte X" si x" € [0,+) si calculam
| x o X
| x"+1
;
(X' +D(x"+1)

"
" _

—X

[f(x') —f(x") =

’ ”

"1+ <2

X =X

putem observa ca ||f(x’)—f(x”)|| < ¢ de indata ce

° = o, deci
2

putem spune ca pe intervalul [0,+) functia este uniform continua.

**) Daca luam doua puncte X' si X" € (-10) de forma

K K+1
W K gy KT
k18X Tk ke

putem observa ca:

— 0 pentru k — o

X!r| -
(kK+1(k+2)
dar

[f(x") - f(x" ET BN 1,

(k+MN(k+2)

deci nu poate tinde la zero pentru kK — oo, prin urmare functia f nu este
uniform continua pe (—1,0) deci nu este uniform continua pe (—1,+%).
&

Propozitia 2:
Functia f:E c ' - " este uniform continud pe multimea E,
daca si  numai daca toate componentele sale scalare

f, T, T, E < & — I sunt uniform continue pe E.

94

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

Demonstratie: Folosim inegalitétile

£(x) = (x| < [f(x') — F(x" Z|f(x —f(x")

pentru i=1m
(def)
=" Din f continud pe E = pentru (V) ¢>0 (3) 5, >0 astfel incat

pentru (V) X', X" €E cu [x’ [F(x) = f(x")| < &

Folosim inegalitatea
[f(X) = f(x")| < [f(x") - f(x
si deducem ca
o) - f(x) <6

pentru orice x', x"e€E cu i pentru orice i=1m. Prin

urmare, functiile f. (i :‘l,_m) sunt continue pe E

(def)
<" Presupunem ca f sunt functii uniform continue pe E = pentru

(V) €>0 (3) o,>0 astfel incat pentru (V) x', xX"eE cu
Folosim inegalitatea

[f(x")—f(x")] < Z|f(x —f.(x")

<& pentru i =1,
m

(')~ f(x")

si deducem ca
IF(x)—f(x")| <&

pentru orice x', x"€E cu

uniform continua pe E.

Proprozitia 3:

Daca functia f:E c i - " este uniform continud pe multimea
E (in raport cu ansamblul variabilelor) atunci ea este uniform continua pe
E in raport cu fiecare variabila (pentru valori fixate ale celolalte variabile).

95

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza matematica

(def)
Demonstratie: Din f uniform continud pe E = pentru (V) ¢>0 (3)

5, >0 astfel fincat pentru (V) X' =(X},X5,.....X,)€E i

X" = (X}, X5,....X;) € E cu [x' = x"| < 8,, avem [f(x")—f(x")| <&.

Daca luam

Xy =Xy =a,, Xj—Xj=as,....X, — X, =a, unde, a,,a,,...,a, € date,
atunci

[x" = x"| = [[(x},85,-...a,) = (X},@5,....,a, )| = [x; — X}

Prin urmare, daca |x} - xj| < 5,, avem

[f(x\.a,,....a,)—f(x},a,,...,,)

< g, adica f este uniform continua pe E in

raport cu variabila Xx,, atunci cand se dau celorlalte variabile valori fixate.

Continuitatea uniforma in raport cu restul variabilelor se demonstreaza la
fel.

Observatie:

Daca f este uniform continua in raport cu fiecare variabild, nu rezulta ca
ea este uniform continua in raport cu ansamblul variabilelor.

Exemplu:
f:-1x[-11]-R
Xy
fxy)= 12 1y2 pentru (x,y) = (0,0)
0 pentru (x,y)=(0,0)

*) Putem arata ca f este uniform continua pe acest patrat in raport cu
fiecare variabild. De exemplu, dacd pentru y=ae[-11]\{0} fixat,
consideram functia partiala

ox
pentru x=0

f,(x)=f(x,0) = x* +y?
0 pentru x=0

putem aréta ca f, este uniform continua pe [-11].

96

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

Intr-adevar, pentru x' = LS (0,1] si X" = k+1
k+1 k+2

€ (0,1] avem

X' —x"| = 10 pentru k — o
(k+1)(k +2)
Si
2y 2 2 2
|f1(X')—f1(X")| =|(X|- (2—0( )k -30°k - 2a

|
k2 + o?(k + 12 ] [(k + 1) + a2(k + 2)?]

— pentru

k—>ow.

La un rezultat asemanator se ajunge si pentru x’,x" € [-10]. Rezulta f,
uniform continua pe [-11], deci f uniform continua in raport cu variabila
X pe patratul [-11]x[-11].

Pentru un x = a € [- 11]\ {0} se defineste functia partiala

oy
fo(y)="f(a,y)=1{x +y?
0 pentru x=0

pentru x=0

si se arate ca este uniform continua pe [-11].

**) In raport cu ansambilul variabilelor, functia nu poate fi uniform continua
pe [-11]x[-11] deoarece ea nu are limiti in (0,0) e &&?, deci nu putem

vorbi de continuitate in acest punct.
(18]

4.13. Functii vectoriale continue pe multimi compacte

Fie functia f:E c i&" —» &&", unde E este o multime compacta (inchisa si
marginita).

Propozitia 1:
O functie vectoriala continua pe o multime compacta este uniform

continua pe aceasta multime.

Demonstratie: Prin absurd, sa presupunem ca f:Ec ' - K" nu este
uniform continud pe E, deci, exista un g, >0 astfel incat oricare ar fi
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8 >0, existd doua puncte X' si x" €E cu proprietatea |[x'—x"|[< &, dar

[F<) = F(x)] > 5.

Fie un sir (5y ).y >0, cu 5, >0 (V) keg. Vom obtine doua siruri

"

(Xk keg Si (Xg)eg din E care au proprietatea ca pentru orice ke ¢
Ixic = Xkl < 8, dar [[f(xi) = F(xi )] > & -

Multimea E fiind marginita, sirul (x| )., este marginit, deci, conform lemei
lui Césaro el contine un subsgir convergent
(Xk, J.eg = Xo € E (deoarece E este inchisa)

Observam ca |[x; —x; [<38, —0 pentru k, > deci x; —xi —0

pentru k, — o .
Atunci xi = (X —Xi )+ X = 0+X, =X

Din continuitatea pe E a functiei f rezultd continuitatea in x, si putem
scrie ca

(FXi, ez = F(Xo)

(FOx Do = F(Xo)

Prin urmare f(x )—f(xg ) > 0. Acest rezultat este fals, deoarece

conform ipotezei noastre, [f(x;)—f(x;)

Deoarece am obtinut o contradictie, rezultd ca f este uniform continua pe
multimea E.

Propozitia 2:
O functie vectoriald continud pe o multime compacta este

marginita pe aceasta multime.

Demonstratie

Prin absurd, presupunem ca f este nemarginitd pe multimea E, deci,
pentru orice o. > 0, exista un punct x, E astfel incat [f(x, )| > a

Luand o =k € E gésim punctul x, E astfel ca [f(x, )] >k
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Obtinem sirul (x, )., de puncte din multimea E (marginita) care este,
marginit. Conform lemei Iui Césaro, acest sir contine un subsir
convergent (x, ), —> X, € E. Deoarece f este continua pe E, deci si in

X, deducem f(x, ) — f(x,) deci si Hf(xkn )H —|If(x,)]-

Insa, din inegalitatea Hf(xkn )H > K, , deducem Hf(xkn )H — +00.
Deci, obtinem o contradictie, rezulta ca f este marginita pe E.

Propozitia 3:
Daca f:EcX' > " este o functie continud pe multimea

compacta E, atunci imaginea f(E) - " este tot o multime compacta.

Demonstratie:
Conform propozitiei 2, f(E) este o multime marginita. Ramane sa aratam
ca este si inchisa.

Fie sirul (yy ks = Yo CU Yy € f(E). Putem spune ca pentru fiecare k e ¢
exista un x, € E astfel ca f(x,)=y,.

Cum sirul (x, )., este marginit (deoarece multimea E este marginita)
rezulta ca el contine un subsir convergent, (x, ) .o = X, €E.

Functia f fiind continud in x, (caci este continuda pe E rezultd ca
Vi, =f(x,, ) > f(xo) eE

Din (Yieg = YoSi (Y, ks €ste un subsir convergent al sirului (yy )cq
rezultd c& (y, )i .; = Yo Limita fiind unica, deducem y, = f(x,), deci

Y, € f(E), adica multimea f(E) = i&" este inchisa.

Propozitia 4:
O functie reald f:Ec ' — & continua pe multimea compacta

E < \§", isi atinge marginile pe aceasta multime.

Aceasta Tnseamna ca exista doua puncte x; si x; € E astfel incéat
f(xp) = inEf(x)

(x}) = supf(x)

xeE
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Propozitia 5:
Daca f:Ecd' > " este o functie vectorialda continud pe o
multime compacta E, atunci exista un punct x, € E astfel incat

[Cxo )| = suplf(x)]

4.14. Exercitii rezolvate

1) S& se arate ca functia f:Ec & > &

f(x,y):w CU X=#Yy

X-y
nu are limita in punctul (0,0) e &*.
Daca apelam la definitia cu siruri, este suficient sa gasim doua siruri

diferite din &’ convergente catre punctul (0,0)e? pentru care sirurile
imaginilor sa fie diferite.

*) Fie sirul ([12)) —(0,0) pentru kK — .
K K/ keg

Sirul imaginilor este (f(&%)) = (%) — -3 pentru k > .
keg - ke

**) Fie sirul ((l—lD — (0,0) pentru kK — .
k' k/)/keg
I - 1 1 0
Sirul imaginilor este (f(—,——D = (—] — 0 pentru kK — o0.
k' klkes  \(2/K)ieq

Rezulta ca functia nu are limita in punctul (0,0) e &&°.

2) Sa se arate ca functia f: 1&° \ {(0,00)} > &

2 2 2
x2-y?+z
f(x,y,z) = —>—1—=
(x¥.2) x? +y?+2°

nu are limita in punctul (0,00) e &°.
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Vom considera si in acest caz doud siruri distincte din & cu limita

(0,0,0) e &°.

*) Fie sirul (1E§j — (0,0,0) pentru k —» .
k k k .

2
Sirul imaginilor este (f(l,g,g)) = (6/k 2) N 3 pentru k — .
kK'k'k s \(14/K%))0y 7

**) Fie sirul 111 — (0,0,0) pentru k — .
k k k "

2
Sirul imaginilor este (f(l,l,lD = (1/k2) —>1 pentru k —» «.
k'k'k) ks \(3/k*) )y 3

Rezulté c& functia f nu are limita in punctul (0,0,0) e .

3) Pentru functia f:E c & - &, f =(f,,f,) unde

X
fi(X4,X,)=In sin=1
X2

f,(X{,X,) = X5 + X, COS X,
sa se calculeze limita in punctul X, =G,1) pe directia datd de vectorul
3o [\/_ 22 }
2 2

Fiind o functie vectoriala, limita pe directie este un vector din &
Lirrgf(xo +ha) = (Ling f.(x, + hé),Lingfz(xO +ha))

de asemenea avem

Xo +ha = ( +h£1 \/_j
472

2
*) Iimf1(x0+hé):limf( +h\/_1+h£)_
h—0 h—>0 '\ 4 2 2

101

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza matematica

T 2
,_i_hi
=limIn sin4 JZE —In sin®=In Q
N P 2
2
**) Iimfz(xo+hé)=limf( +h¥244 h‘/_j
h—0 h—0 “\ 4 2 2
2 2
= lim (E-i-h@j +(E+hﬂjcos(1+hﬂ) =T Tcost
ool (4 2 42 2)| 16 4
Rezulta
lim (xo +ha) = In£ T Toost e
2’16 4

4) Pentru f: &2\ {(00)} > &
f(x,y) |ex+|y |

sa se studieze daca are limita in (0,0) e i&*.

Mai intéi explicitam functia

1 X—iy X —iy
: 2,2 2,2 2,2
f(x,y)=|e* |He*™ |=e*™ . |e*™ |=
X X
Xyt Y i ainY ey?
=€ COSﬁ—I Sin 2 2 =€
X" +y X" +y

Verificam daca functia are limita pe directie in (0,0) € ? pe dreapta de
ecuatie y =mx.

lim f(X,y) = lim f(X,mX) =lim e(1+m2)x2 _
x—0 x—0

(x,y)—(0,0)

(y=mx)

_iim em _ [ pentru x>0
x—0 0 pentru x<0

Rezultd c& f nu are limitd pe directie in (0,0) e &&*, deci nu are limita in
acest punct.
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5) Pentru f:&7\{(0,0)} >

s& se calculeze limitele iterate si limita obisnuitd fn punctul (0,0) € I&°.

X2y2
*) I|m I|m f(x,y)=lim lim -————1=0
x—0 yHOX y +(X_y)

X2y2
** I|m |Ime =lim| lm —=————|=0
) ( Y)vai*wxy2+u—yf}

***) Functia nu are limit& obisnuita in (0,0) e &’ deoarece:

a) pentru (X Y ke = (GEDK . —(0,0), sirul imaginilor
4
W&dUk@(gEj >4

b) pentru (X Vi Dkes = (( D — (0,0), sirul imaginilor

4
mmmnmg(%%ﬁ -3

6) Sa se studieze continuitatea pe & a functiei:

1-cos(x® +y?)
entru (xy)#(0,0)
fxy)=1 x2+y? ©

0 pentru (X,Y)=(0,0)

Este suficient s& verificdm continuitatea in punctul (0,0) € \&* deoarece in

celelalte puncte functia este continua fiind compunere de functii
elementare.

*) Verificdm continuitatea pe directie calculand limita urmatoare:

3 3
im f0xy) = fim foom) = fim 1208l AL I
g;,:yr%?)(0,0) x—0 x—0 (1 +m )X

3x2 sin[(1+m? )xs]:
x>0 2x(1+m?)
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_ lim 3xsm[(1+m) ]
x>0 2(1+m?)

-0=f(0,0)

deci f este continua pe directie in (0,0) € &&*.

Acest rezultat nu este suficient pentru a putea trage o concluzie in
legatura cu continuitatea obignuita.

**) Calculam limita Tn origine punénd functia sub o forma convenabila:

3 3
lim  f(x, y)_Ilm1 COS(X” +y7) _

(x,y)—(0,0) ;:g x2 +y?
3, .,3 3,3 (x3+y° 2

2sin2 Y sin2 XY (y]
—lim—— 2 = 21im 2\ 2 J
s Xyt Ryt Xy

2
2
_1”mx3+y3 _iim x+y +2xy:
X—> 2 2 X—>

2y_>8 X +y 2 X9 X% +y?

3,,3
1Ilm[x -x%y? +y +2Xy2}=llim >2<y 5=
2;:0 X“+y 2x20%% +y

= lim — 1 —~=0-f(00)
R Rl
Xy Xy

Rezulta ca f este continua in origine, deci este functie continua in 2.

7) Sé& se studieze continuitatea pe &’ pentru urmétoarele functii
2

X

—>— pentru (x,y)#(0,0)
fi(xy)=1x*+y? pentu (0.0
0 pentru (x,y)=(0,0)

(x,y)=(0,0)

,— pentru )
(x,y)=(0,0)

pentru

In ambele cazuri, este suficienta verificarea continuitatii in origine

*) f, nu este continua in origine deoarece nu are limitd pe directie in
acest punct
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2
. . . 1
lim f(x,y)=Ilimf(x,mx)=lim X =
(1) >(00) (y) = Jim ) x>0x%(1+m?)  1+m?

**) f, este continua in origine deoarece

2
lim  f,(xy)=lim—2— =

, 0,0 0. /y2 2
(x,y)—(0,0) ;:O X +y
X

X ___-0=f(00)
o EX Y

fact.marginit
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CAPITOLUL V

DERIVATE PARTIALE ALE UNEI FUNCTII VECTORIALE

5.1. Derivata pe directie a unei functii scalare

Consideram o  functie scalara f:EcK' >, un punct
¢}
Xo = (Xo1,Xgz,---Xon ) € E i vectorul ae <" cu || =1 pe care il folosim ca

vector directie in &'. De asemenea, consideram dreapta
(%)= K eEcW|x=x, +hah el cE

Definitie:
Spunem ca functia f este derivabila in punctul x, pe directia
data de vectorul a daca exista si este finita limita

- f(Xo +hd)—f(X,) ™ of
im - = 55 (Xo) (1.1)

Definitie:
Spunem ca functia f este derivabila pe multimea deschisa E
pe directia a daca ea este derivabila pe directia a in orice punct

xeE.

Aplicatia care duce vectorul x € E in numarul real %(x) e se numeste

derivata functiei f pe directia a si se noteaza gff sau f}, ¢ ,f.

a

in (1.1) limita notata gff(xo) o numim derivata functiei f in X, pe directia
a

a.

Fie multimea F = {h e igx, + ha e E} c Ig si functia ¢:F - g,
o(h) = f(x, +ha) (1.2)
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Observam ca

gfa () = im f(xo + hr::) —f(xo) _ im o(h) ; 9(0) _ o(0)

Prin urmare, derivata pe directie se poate calcula cu ajutorul derivatei
functiei ¢, functie de o singura variabila, adica

(%) =00) (13)

Exemple:

1) S& se calculeze derivata functiei f: &% — 18, f(X;,X,) = Xx§ + X, cos X,

- N R

in punctul x, = (1,Ej e directia data de a = [——} :
g 0=\ hp) PEATES J2'V2

Folosind definitia, putem scrie

of . a)— _
R
) ()5 )

1+ — 1+ — |cos 1
_|,m(+ﬁ T2) o p) e
h—0 h
- 1+ 5 el 5 7 e o5 -
= lim| “=| 1+ —= |+ —=cos| 1+ —|sin =
hLo[fz+2+f 2" 2) R\
2_1_1
N2 N2 V2
2) Sa se calculeze derivata functiei -k,
f(X;,Xp) = X5 + X2 + X5 —X;X, +7 In punctul x,=(12) pe directia
B

2'2 ]

Daca folosim formula (1.3), putem scrie
_ 2) — h V3
o(h)=f(x, +ha)=f 1+§,2+h7 =

(1) (2o 3

¢'(h) 22(1 +g]2 + (1 +g)+x/§(2 + hgj— %(2”]?)_?(”2)
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of < = Of 3
C e = '0 , It e :—1 3
um aa(XO) ¢'(0), rezulta ca aa(XO) 2( ++/3)
m

Putem da o interpretare geometrica a derivatei pe directie a unei functii
scalare. Pentru simplitate, ludm o functie f:E c & — I al céarei grafic

este o multime din &°.
Gy = {(wazaf(xhxz)) € &13|(X1,X2) € E}

De asemenea, consideram dreapta
¢ 4(Xo)={Xx e Elx =X, +ha,h e g}

%

I
%=, +ha
XD

Punctelor situate in planul (x,,x,) pe dreapta ¢ ;(x,) le corespund pe
punctului

Bl
=

xy

grafic, puncte  situate pe curba I;. Astfel
Xo = (Xo1,Xg2) € ® 5(X,) Ti corespunde punctul P(x,,f(x,)) el;, iar
punctului Xg = Xo +hae ® 4(xq) fi corespunde punctul
P, (x, +ha,f(x, +ha)) e T;
(1.4)

Daca ducem PP,||® ;(x,), putem observa ca
PN UELIRLD

(X, +ha) = (xo) reprezinta coeficientul unghiular al

prin urmare expresia H

dreptei PP}, fata de directia a.
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Rezulta ca & (x,) = lim
oa h—0

f(xo + hi) —f(xo) reprezinta coeficientul unghiular
al tangentei la curba T; in punctul P fatd de directia a .

Proprietati ale functiilor scalare derivabile pe directie

(o}
Fie f:EcK —» 1, x, €E si ae & un vector directie.

1) Daca f este derivabild in x, pe directia a, atunci f este derivabild in x,
pe directia —a si avem
of of

@(Xo)=—£(xo)

Intr-adevar, daca folosim definitia,
5f_. (Xo) — I|m f(XO + h(_a)_ f(XO ) - _ I|m f(XO + (_h)a)_f(XO ) _ _ﬂ_.(xo)
o(-a) h—0 h h—0 ~h oa

2) Daca f este derivabilad in x, pe directia a, atunci f este derivabila in x,
pe directia (aa) cu a € si avem
of

G §
a(Té)(Xo)—aaé(Xo)

Folosind definitia, putem scrie

a(%a)(xo): mf(xo +h(cxha))—f(xo): Ome(xo + (a(fl)ha)—f(xo) _ agf_é(XO)

3) Daca f este derivabild in x, pe directia a, atunci f este continua in X,
pe directia a

Calculam:

lim[f(x, +ha) — f(xo)] = m[?f(xo + hi)—f(xo)} e

d
gia(xo),finit

Prin urmare rIjngf(x0 +ha) =f(x,) deci f este continua in x, pe directia a .
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J— P o
4)Fie f, :E, <& >, k=1p x, €[ )E, @ vector directie.
k=1
Daca functile f,.f,,..f, sunt derivabile in x, pe directia a, atunci

p
functia Zakfk cu a, €I este derivabila in x, pe directia a si
k=1

203 0 Joxe) = S e xy) (1.7)
% KTk [(Xo . k 3z Ko .

k=1

5) Daca functiile f,,f,,...,f, sunt derivabile in x, pe directia a, atunci

p
functia produs ka este derivabild in x, pe directia a si
k=1

i(ﬁka(xo) = S t(x0) T ()., (%) (18)
oa\ k=1 oa

6) Daca f,g:E c i — & sunt derivabile in x, pe directia a cu g(x)=0
f

intr-o vecinatate a punctului x,, atunci functia — este derivabila in x, pe
g
directia a si avem
% (x5 )olx0)~(x6) 2 (x5)
g(jj(xo): oa oa (1.9)
oa\g 9%(%o)

7) Consideram functia f :E c &' »> 8, x, € E, vectorul directie a si
segmentul

S =[x,, X, +ha]c ® ;4(x,) c E Daca exsita derivata pe directie (;i pe
a

multimea S, atunci exista un 0 € (0,1) astfel incat

f(xq +hé)—f(xo)=hgf—é(x0 +6h3) (1.10)

Aceasta este formula lui Lagrange (formula cresterilor finite)

111

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

Demonstratia se bazeaza pe formula cresterilor finite pentru functii de o
variabila.

Notam ¢:[0,h] = &, o(t) =f(x, +ta). Deoarece functia ¢ este continua
pe [0,h] si derivabila pe (0,h) rezultd ca existd un 0  (0,1) astfel incat sa
putem scrie ¢(h)—¢(0) = he’'(6h), adica

f(x, +ha)—f(x,) = h%(xo + 0ha)

5.2. Derivata pe directie a unei functii vectoriale

Sa consideram de data aceasta o functie vectoriala f:Ec ' -» " pe
care o definim prin componentele sale scalare, f,.f,,....f :Ecid > g,

o
punctul x, € E si vectorul directie a e .

Definitie:
Functia vectoriala f este derivabila in x, pe directia a, daca

exista

i T +ha@) = F(x) " of

h—0 h £(X0)e&m (2.1)

Trebuie sa subliniem faptul ca (2.1) este o relatie vectoriala echivalenta
cu m relatii scalare,

. fi(xo +ha)—f(xy) of L
LIE(]) . _a(XO)E&’ i=1m

astfel incat vectorul limita gf—é(xo) este

i(xo)z(%(xo)wu%(xo)] = i%(xo) e, ey

unde vectorii e, e,,...,e, €d" formeazd baza canonica din spatiul
vectorial 9" .
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Functia vectoriala f:Ec ' > " este derivabild pe directia
a pe multimea deschisa E, daca ea este derivabild pe directia a in
orice punct ce apartine acestei multimi.

Astfel, aplicatia ce duce vectorul x eE <" in vectorul gf—é(x)e&m se

numeste derivata functiei f pe directia é si 0 notam cu a—f Este o functie

oa
vectoriala pe care o definim cu ajutorul componentelor sale scalare

(a3

0a

Prin urmare, derivata pe directie a unei functii vectoriale se determina
calculand derivatele pe directie ale componentelor sale scalare.

Se poate demonstra urmatoarea

Propozitie:
Functia vectorialda f:Ec ' - ", f =(f,,f,,....,f,,) este derivabila
(o}
in x, eE pe directia a, daca si numai daca toate componentele sale
scalare, f,,f,,...,f,, , sunt functii derivabile in x, pe directia a.

3im

Demonstratie: Se foloseste egalitatea

f(xo +ha)—f(x,) _ ifk(xo +ha) —f, (x,) o (2.3)
h h :
k=t
si se observa ca Lingf(x" +hi)_f(X°) existd, daca si numai daca exista
f (X, +ha) —f (x,) R

pentru orice k =1,m.

limitele lim
h—0 h

5.3. Derivate partiale

[¢]
Consideram functia scalara f:E c &' - g, punctul x, e E si multimea
{€,.€,,....6,} = X, baza canonica din <X.

Fie si multimea ¢ ; (xo) = {x € E < &|x = x, +hé;,h e g}
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Definitie:
Functia f este derivabila partial in punctul x, in raport cu
variabila x;, daca ea este derivabila in x, pe directia data de vectorul

€.

In cazul de fata, notam

of _f(xo +he;)—f(xo) of

——(Xg) =lim =—=(x .
55 ()=l . ) 3.1
Definitie:

Functia f este derivabila partial in raport cu variabila x; pe
multimea deschisa E daca ea este derivabila partial in raport cu
variabila x; in fiecare punct x cE.

Aplicatia care duce un punct x € E in numarul g—f(x)e& se numeste
X

derivaté partiala a functiei f in raport cu variabila x; si se noteaza ai sau

X

£, 9, f.

Deoarece éj =[0,0,...,1,....,0]e & are numai componenta j egald cu 1,
deducem ca vectorul

XO +héj = (X01,X02,...,X0j +h,...,X0n) (3.2)

Prin urmare,
f(x, +he;)—f(x

ﬁ(xo)_”m(o J) (0)_
8xj h—0 h
_ lim f(Xo1s--sXoj + hoets Xon ) = F(X g5, Xgjes X0 )
" ho0 h B
_ Ilm f(X01""’Xj""’X0n)_f(XO1""’X0j""’X0n)

Xj=>Xopj Xj _XOj

unde am notat
Xj =Xo; +h (3.3)

Daca consideram functia partiald a lui f
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F, :E; ck-ok
Fi(X;) = f(Xgq5es X X ) (3.4)
EJ = {X] G&(XO.I,...,XJ-,...,XOn)EE}

atunci derivata partiala aﬁ(xo) o putem exprima cu ajutorul functiei
X -
J

partiale F;, adica

o F(x:)—F.(xg;)(def) .

—(X0)= lim AN EOR A Sl E Fj(XOj) (3.5)

OX; X% X=X

Prin urmare, putem afirma ca functia f este derivabila partial in raport cu
variabila x; in punctul x, € E, daca si numai daca functia partiala F; este

derivabila in punctul x,; €E;.

In acest caz avem

aﬁxj(xw = Fl(Xq,) (3.6)

Observatii:

a) Pentru o functie de n variabile putem defini n derivate aﬂ pe care le
AL AL -

]
numim derivate partiale de ordinul intéi.

b) Practic, derivata partiala ai se calculeaza considerand pe
j

Xyyee0s X5 X504 X, CONStante si derivand-o ca pe o functie de o singura

variabila X;.

Exemplu:
Functa f:Ec’ >
f(X,y,z) = xy + cos® x + 3sinz + In(xz)!

are trei derivate partiale de ordinul intai.
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ﬂ—y 2cosxsinx +
X X
oA _y

oy

ﬁ=300$z+1

0z z

e

Sa consideram functia vectoriald f:Ec' - ", f=(f.f,,....f,) si
Xo = (Xg1,Xp2,-+-Xon) €E .

Derivata partiala in raport cu X; in punctul X, este un vector din &".

O (o yo| v T
ox. (Xo) (OXJ- (Xg )y _ J kzﬂ:ax (Xo) & (3.7)
Propozitia 1:

Functia vectoriald f:E c &' — " este derivabila partial in raport
cu variabila x; in punctul x, € E, daca si numai daca toate componentele

sale scalare f,,f,,....f, sunt derivabile partial in raport cu variabila x; in

Xg -

Demonstratia este imediatd si foloseste faptul ca functia partiala Fj

definita pentru functia f, este o functie vectoriald cu m componente,

(FJ1!F12! ’ ) $I
k k
,-(X,-)—Fj(XoJ-): F (%) - F (XOj)ek (3.8)
X; = Xo; = X = X
Propozitia 2:

Daca functia vectoriala f este derivabila partial in raport cu

variabila x; in x, = f este continua partial in x, in raport cu variabila

Xj.
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Observatie:

Daca functia f este derivabila partial in x, Tn raport cu toate variabilele,
atunci f este continua partial in x, Tn raport cu toate variabilele luate in
parte. Nu rezulta, de aici, ca f este continua in x, in raport cu ansamblul
variabilelor.

Propozitia 3:
Daca functia f:Ec ' > " este derivabila partial in raport cu

[0}
toate variabilele intr-o vecinatate V(x,), X, € E, atunci pentru orice punct

X = (X4, Xp,., X, ) € V(X)) NE, existd n numere ¢, € [Xq, X, ] astfel incat:

700~ (%) = 3 21 Ll )X — o) (3.9)

o1 OX.

Aceasta este formula |ui Lagrange pentru o functie vectoriala de n
variabile reale.

Propozitia 4:
Daca functia f:E c ' - " are derivate partiale marginite intr-o

[e]
vecinatate V(x,)nE (xo € E) atunci f este continua in x, (in raport cu

ansamblul variabilelor)

Demonstratie:
Din aﬂ marginite pe V(x,)"E = existd un M>0 astfel incat pentru
Xk
(V) xeV(x,)NE s&avem ai(x) <M, k=1n
Xk

Folosind formula Lagrange (3.9) avem

IF00 = £0x0 )] = [ 2 (v Yotk = Xor)
k=1 k
Ny K
D) G

cand x, — X -

<

|0 = X1 ) SMZ:KXk ~Xgx ) =0
k=1
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De aici rezulta ca lim f(x) =f(x,), deci f este continua in x,.

X—Xg

Corolarul 1: Daca toate derivatele partiale ai exista intr-o vecinatate

Xy
V(x,)NE sisunt continue in x,, atunci functia f este continua in X, .

Intr-adevar daca derivatele ai sunt continue in x,, atunci ele sunt

Xk
marginite pe o vecinatate a acestui punct.

Corolarul 2: Daca toate derivatele partiale aa—f exista pe multimea

Xk
deschisa E si sunt continue sau marginite pe E, atunci functia f este
continua pe E.

5.4. Derivate partiale de ordin superior

Consideram functia vectorialda f:E < &' — ", si presupunem E multime
deschisa.

Daca pe multimea E este definita functia vectoriala ce duce x e E c &' in

vectorul aﬂ(x)e&m, numita derivata partialda a functiei f in raport cu
X

]
variabila x;, se poate pune problema existentei derivatelor partiale ale
acestei functii.

Definitie:
Derivatele partiale ale functiilor vectoriale aa—f (j =1,_n), daca
X .
J
exista se numesc derivatele partiale de ordinul doi ale functiei f si se
noteaza
2 N
O |- ij=1n) (4.1)
OX;\ 0X; ) OX0X;
sau f;ixj, % Xixjf.
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Observatie:

a) Daca f nu are derivate partiale de ordin intai intr-un punct, atunci f nu
are nici derivate partiale de ordinul doi in acel punct.

b) O functie vectoriala f de n variabile reale poate avea n derivate partiale
de ordinul intai si n? derivate partiale de ordinul doi.

o°f
OX;0X;

[l

c¢) Functiile

CuU i# | se numesc derivate partiale mixte. Daca i=j,

, . 0°f
derivata se noteaza -
OX;

In acelasi mod, se definesc derivatele partiale de ordinul trei ale unei
functii vectoriale f: sunt derivatele partiale ale derivatelor partiale de ordin
doi ale functiei f. Analog, putem defini derivatele partiale de un ordin
p € { oarecare.

In general, derivatele partiale mixte de ordinul doi nu sunt egale
o, o°f
OX,0X;  OX;0X; )

De asemenea nu sunt egale nici derivatele partiale mixte de un ordin p

oarecare, in care variabilele in raport cu care se deriveaza intervin de
acelasi numar de ori, ele diferind doar prin ordinea in care s-a facut
derivarea.

Definitie:
Vom spune ca feCP(E) daca f este functie continua pe E
impreuna cu toate derivatele sale partiale pana la ordinul p inclusiv.

Conditii suficiente pentru egalitatea derivatelor partiale mixte sunt date de
Criteriul lui Schwarz
Daca f:Ec' » ", f e CP(E) atunci orice derivate partiale mixte de

ordin mai mic sau egal cu p care difera intre ele doar prin ordinea de
derivare, sunt egale.
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Demonstratie: pentru simplitate, demonstratia o facem pentru o functie
2 2
f:Ec’ >, feC?E) sivom arita ci of _ of pe multimea E.
OXoy  0yox ’

Fie numerele h,k € I\ {0} astfel incat punctul (x +h,y +h)cE.
Fie functa H:Ec & - i,
H(x,y) = [f(x +h,y +k) - f(x +h,y)] - [f(x,y +k) - f(x,y)] (4.2)

Daca consideram functia ¢ :[y,y +k] - 18,
o(t) = f(a,t) (4.3)

deoarece am presupus f € C*(E), putem spune cd aceasta este functie
Rolle pe [y,y +k]. Putem aplica teorema lui Lagrange, deci exista un
k' € (0,k) astfel incat sa putem scrie

o(y +k) = o(y) =ko'(y +k’) (4.4)
sau daca tinem seama de (4.3)
o,y +k)— (o, y) = kgy(a,y +K) (4.5)
Rezulta ca
H(x,y):k[ﬂ(x+h,y+k’)—ﬁ(x,y+k')} (4.6)
oy oy

Daca procedam asemanator si consideram functia v :[x,x+h] > g,

w(t)=gf—y(t,y+k') 4.7)

aceasta este functie Rolle pe [x,x +h], deci existd un h’'e(0,h) astfel
incat sa putem scrie formula lui Lagrange

(X +h)—y(x)=hy'(x+h’) (4.8)
adica

of N , % , ,

—(x+hy+k')-=(x,y+k')=h Xx+h,y+k )

ay( y +k') ay( y +k') axay( y +k') (4.9)

Prin urmare, functia H(x,y) devine

0°f ' '
H(x,y) =hk—(x+h',y +k 4.
(X,¥) axay( y ) (4.10)
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Folosim aceeasi functie H(x,y) scrisa sub forma
H(x,y) = [f(x +hy +K)—f(x,y + K)]-[f(x + h,y) - f(x,y)] 4.11)

Procedam asemanator si aplicam de doua ori teorema lui Lagrange.
Putem spune ca exista k" € (0,k) si h” € (0,h) astfel incat

azf ”n ”n
H(x,y)=hk =—(x+h",y +k )
(x,y) ayax( y +k") (4.12)
Din (4.10) si (4.12) retinem
0% (x+h',y+k’)=_azf (x+h"y+k") (4.13)
oxoy Oyox

Fie sirul (x+h,,y +k,))._. = (X,y) pentru n > .

negt
Pentru fiecare termen al girului existda numerele h/,h} (0,h,) si
k;,k; €(0,k,) astfel incat relatia (4.13) sa aiba loc, adica

0% (x+h;,y+k;)=a—2f(x+hg,y+k;) (4.14)
oxoy 0yoX

Datorita continuitatii derivatelor partiale de ordinul doi, relatia (4.14) se
pastreaza si prin trecere la limita, deci avem

a—2f(><,y)=a—2f(x,y) (4.15)
oxoy OYyOoX

Cum punctul (x,y)eE a fost arbitrar ales, rezulta ca relatia (4.15) este
adevarata pe intreaga multime E.

5.5. Matricea functionala Jacobi

Fie functa f:EcX' - Y", f=(f,f,..f,) unde E este o multime
deschisa.
Prin matrice functionald Jacobi pe multimea E, notatd J(x) sau

(aaf—‘(x)j i, intelegem matricea cu m linii si n coloane definita astfel:
X. o
J

=1n
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o, o,
8—X1(X) %(X) aXn(X)
Ky Mo oy
J(x) =1 ox, ) 8x2(x) o, )
a—x1(X) g(x) aXn(X)

(5.1)

Daca n=1 iar m > 1, matricea functionala Jacobi este o matrice coloana

o
o %)

of
J(x) = a—;(x)

(5.2)

(5.3)

o
—M(x
o %)
De asemenea, daca m=1 si n>1, matricea functionald Jacobi este o
matrice linie.
of of of
JX)=| —(x) —(x) ... —(x
(x) (ax1() 8X2() aXn()j
In cazul m=n obtinem o matrice patratica
of of
——(x) ... —(x)
0X4 oX,,
Jx)=| ..
Tofx) o Jo(x)
0X4 X,

Determinantul acestei matrici patratice notat

det J(x) = D(f,,f,,....T,)
D(X1,Xg,eees Xp,)

se numegte jacobianul functiei f pe multimea E

(5.5)

Exemple:

1) Pentru functia vectoriala TF:Ecl® — & definita cu ajutorul

coordonatelor polare (p,0)
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M(x.y)

=4

Unde p =|r|,
T(p,0) = pcosOi + psindj

matricea functionala Jacobi este

J(p.0) = cos® —psinB
PE = sino pCOs 0

iar determinantul ei are valoarea:
detJ(p,0)=p

2) Pentru functia vectoriald F:Ecl® —» & definitd cu ajutorul
coordonatelor sferice (p, 6, ¢)

Unde p =|r|,
F(p,0,¢) = pCcosOcos i + pcosOsingj + psinok

M{xy,2)

X MG y,0)

matricea functionala Jacobi este
cosfcose -—psinBcose —pcosOsinge

J(p,0,0)=| cosOsing —psinBsing pcosbHcos
sin 6 pcosH 0

iar detJ(p,0,9)=p®cosH
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3) Pentru functia vectoriala F:Ecl® > & definita cu ajutorul
coordonatelor cilindrice (p,9,z)

z
. M{x,y.2)
r
1
'z
0 1
1
- ' ¥
8 o "~ :
X M'(x,y,0)

F(p,6,2) = pcosBi + psinbj + zk

matricea functionala Jacobi este
cosO —-psin® O

J(p,6,z)=| sin6 pcos6 O
0 0 1
iar |detJ (p,6,2) = p|

5.6. Campuri scalare si campuri vectoriale din LA

Conceptul de camp sta la baza unor notiuni importante din fizica
moderna. Se au in vedere campurile scalare, campurile vectoriale sau
campurile tensoriale, care sunt utilizate frecvent in electrodinamica,
mecanica, teoria particulelor elementare, in teoria relativitatii.

Daca o marime fizica are o valoare determinata in fiecare punct al
spatiului sau al unei regiuni din spatiu, atunci se spune ca este definit
campul marimii considerate.

Daca marimea respectiva este un scalar (temperatura, presiune, potential
electrostatic), atunci si cAmpul ei se numeste cadmp scalar. Daca marimea
considerata este un vector (viteza, forta) atunci campul determinat de ea

se numeste camp vectorial.

De exemplu, un corp incalzit da un cadmp scalar al temperaturii daca in
fiecare punct al campului temperatura are o valoare bine determinata.
Asemanator, putem da numeroase exemple de campuri vectoriale:
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campul vitezelor sau acceleratiilor unui fluid in migcare, campul
gravitational sau campul magnetic al diverselor corpuri.

Definitie:

Daca f:Ec’ >, feC'(E), E deschisa, este o functie
scalara, se numeste camp scalar sistemul

(E,f(M)), M=(x,y,z) eE (6.1)

Observatii:

a) Prin cAdmp scalar se intelege domeniul E impreuna cu functia reala f(M)
definita pe E. Adesea, pentru simplificarea exprimarii, prin expresia
“campul scalar f’ se intelege functia scalara f.

b) Punctele MeE se numesc punctele campului scalar, iar numarul [f(M)|

se numeste valoarea (intensitatea, marimea) campului scalar in punctul
M.

Daca f:Ec g’ — R, E deschisi, f =[f,f,,f,], feC'(E), este
o functie vectoriala, se numeste camp vectorial sistemul
E,FM)), M=(x,y,z)E (6.2)

Observatii:

a) Si in acest caz prin expresia “campul vectorial f” se intelege functia

vectoriala f.

b) Punctele MeE se numesc punctele cAmpului vectorial, iar numarul
[f(M)]| se numeste valoarea (intensitatea, marimea) campului vectorial in

punctul M.

c) In baza canonica din <, functia vectoriala f se poate exprima
F(M) = f,(M)i + f,(M)] + f,(M)k (6.3)
unde f,,f,,f; sunt componentele sale reale in aceasta baza.
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Definitie:
Se numeste gradientul functiei scalare f:Ec® > in
punctul M € E vectorul notat

grad fM) = L )i + & omyj + & vk (6.4)
oX oy oz
Astfel, campul scalar (E,f(M)) i se asociaza campul vectorial

(E,grad f(M)) care poarta numele de gradientul campului scalar, caci in

fiecare punct M al campului scalar (E,f(M)) putem defini vectorul
grad f(M).

Definitie:
Campul vectorial (E, f(M)) este un camp potential, daca el este
gradientul unui camp scalar (E,U(M)), deci daca

f(M)=grad UM), MeE (6.5)

In acest caz, functia scalara U:Ec K’ > se numeste potentialul
campului.

Fie functia vectoriald f:E c & > &, f =[f,.f,.f,].
Definitie:

Se numeste divergenta functiei f:E c® - <_in_punctul
M € E, numarul notat

div f(M) =%(M)+%(M)+%(M) (6.6)

Astfel, campului vectorial (E,_f(M)) i se asociaza campul scalar

(E,div ?(M)) care se numeste divergenta campului vectorial.

Introducand operatorul lui Laplace care aplicat unei functii scalare
f:Ec &’ -1 o duce in functia Af
2 2 2
o% | 0% , 0%
ox?  oy?  oz?

Af = (6.7)
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se poate demonstra

Propozitia 1:
Daca (E,f(M)) este un camp potential, atunci div f =AU unde

functia scalara U este potentialul campului.

Intr-adevar, deoarece f =grad U, rezulta f e +@j+@|;_
oX oy 0z
Atunci
rs 2 2 2
div f:i(@}ri &l +Q(@)=a U, 0%, o%u_,,
ox\ox/ oy\oy) oz\oz ox2 8y2 022
Definitie:

Se numeste camp solenoidal, un camp vectorial cu
divergenta nula.

Definitie:
Se numeste rotorul functiei f:E c &’ - < in punctul McE,
vectorul notat

rot f(M) = (%(M)—%(M)jh(

ot

ofy oy
0z

_ s )i o e
- (M)jj +( -2 (M)jk (6.8)

Astfel, campului vectorial (E,f(M)) i se asociaza campul vectorial

(E, rot f(M)) care se numeste rotorul cAmpului vectorial.

Pentru scrierea rotorului, se obisnuieste sa se utilizeze determinantul

simbolic
ik
i |0 0 0
rot f=|— =— =
OXx oy oz (6.9)
fi £, f

unde i,],k sunt versorii axelor carteziene OX,0Y,0Z, iar operatorii de

derivare partiala @,QQ se subanteleg aplicabili functiilor din ultima
ox 0y,0z
linie utilizdndu-se regula de dezvoltare a unui determinant dupa prima

linie.
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De exemplu, pentru functia
f(x,y,2) = (x% + y?)i + 2xyzj + ze*k , avem

i j k
r 0 0 0 0 x) O -
rot f=| — — —|=|=\ze" |- =(2xyz) |i +
OX oy oz [8y( )62( y)}
x?+y? 2xyz ze*
0 0 C
X ze 2xyz) — < (x? k=
[az( +y?)- 2 )} { (2xyz) ay( +y)}
= —2xyi +ze*] + (2yz - 2y k
Propozitia 2

Un camp vectorial este camp potential de clasa C?, dacé si numai
daca rotorul sau este identic nul.

Intr-adevar, daca (E ?(M)) este camp potential, atunci (3)
U:Ec’ -1, UeC*E) astfel ca f =graf U= ZU|+@]+@k
X

oy 0z
ik
otfold 9 2|_ [au azu} [au azu}J [azu azu}k_o
OXx oy 0z| |oyoz ozoy 0ZOX 0OX0z OXoy 0yox
U U U
oxX oy oz

deoarece derivatele partiale mixte sunt egale.

In teoria campurilor se foloseste operatorul \% (nabla) ca un vector
simbolic, definit prin
6=PQ a} 807,07, 0%

St )t
OXx 0y 0z 6x 8y 0z

(6.10)

Cele trei operatii posibile cu vectorii din <& conduc la urmatoarele
rezultate:

- Inmultirea cu scalari: Daca f:Ec &’ > 1, f e C'(E), se noteazd Vf
operatia de inmultire cu scalari obtinandu-se
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y
vt (6.11)

- Produsul scalar: Daca f :E c 2> A, f=[f,.f,.f,], feC'(E), atunci
notand <§, ?> produsul scalar in cauza, se deduce
(v,f)= <(a o ‘9) (o f)) = Ty T s iy 79t
ox' oy’ o ox oy oz
div f = Vf (6.12)

- Produsul vectorial: Daca notim V x f produsul vectorial al vectorului
simbolic V cu f, obtinem:

ik
Vuf=l2 9 O_yotf
ox oy o0z
f, f, f,
deci
rot f=Vxf (6.13)

5.7. Exercitii rezolvate

1) Sa se determine unghiul format de gradientele functiei
f:Ec’ > &, f(x,y)=InZ in punctele AG %) si B(11)
X

grad f(x,y)= X7+ 5= 17,15
x ay X y
grad f(% %)=—27+4]

grad f(11) =i + ]
Stim ca unghiul dintre acesti doi vectori se determina din
11
rad f( ) rad f 11>
<g 2'4 9 (1 3

cosa =
grad f( ], )H Jorad f(11) Y10
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2) Sa se calculeze divergenta si rotorul campului determinat de functia

f: &2 \{(00)} > <A

f(x X 7Y j
(x,y)= N ¢x2+y21

o  «x o y | ¥y -x
o ooy~ o - |

i j K
z 0 0 0
rot f(x,y)= = = -
(x.¥) OX oy 0z
X -y 0
Wyt ey
N 2xy ~
rot f(x,y)=—-———=—=Kk
(x? +y?)°

3) Fie un corp de masa m situat in punctul (x,,Y,,2,) € &*; conform cu
legea atractiei newtoniene, forta de atractie exercitata de acest corp
asupra unui alt corp avand masa unitate situata in punctul (x,y,z) e &’ va
fi

y Yo7 ,47 %0

f(x y,Z) = i + Ok
|| || [

unde

[FIP = (x=x0)? +(y = yo)* + (2= 20 )?

Sa se arate ca aceasta forta determina un cdmp potential si solenoidal.

Este suficient sa aratam ca rotorul si divergenta cdmpului sunt nule.

j
0
8y
x0 y z

rot ?(x, y,Z)=

e
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=km

0
oy
o
OX

+km

div f—km[a(

z-z,

7P

Y—Yo

[FI

X —Xg

&%
F4l

Y—Yo

X —Xg

7P

*)

i km{a ( J
2| P

k=0i+0j+0k=0

|

Y—Yo

olz—-z,

J+

9
oy

IF

+_
¥ J 52( [FIP

0
oX

J-

Al

i

I

4) Pentru functia f:Ec® > &, feC?E) si se arate ca are loc
egalitatea.

rot (rot f)=grad (div )- Af

rot f =<

0
OX
1:1

l\)_h%) |Q)—-l

ofy of,

rot f =

rot (rot ?):

[ o (of, of,

Loy

(5_5

Sl

L/ w_ha)lQ) P!

|

0z

ﬂ. b

o (of, ofy

0z

ofy _ofy
OX

a5

Ji

d

oAy _
ox oy

0%,

0%,

MG

0%,

~ 0%, ~

ox?
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2 (o f)_A@f{%(dw f)_Afz}p

oyox  dzox  ox>

%8 i
ox oy oz

ID 2008

oy?

ofy

'k

_a%(div ?)—AQ}R =aﬁx(div f)TJr%(div £+
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" a%(div f K —[Af, + AT, ] + AfK] = grad (div f)- A

5) Pentru functia f:Ec&® - I, f € C*(E) sé& se arate c&
div (f-grad f) =f- Af + (grad f)?

fgradf—f{ﬂwﬂ] ﬂk}
ox oy ez

div (f-grad f)= ( ﬂ) Q( ﬁj+@(fﬁ)=
0 0 oy) oz\ oz

2 2 2
z[af) +fa_f+(@j 0% (ﬁj L 0f _
oX ox? \oy

2 2 2 2 2 2
Bk i i +(@] +(ﬁJ +(@) _
ox= oy° oz OX oy oz

— \2
=fAf + (grad f)

6) Sa se verifice egalitatile:
grad (uv)=u grad v+v grad u

div (uf): f grad u+u div f
rot (uf)zu rot f+grad uxf

div (fxg)=grot f —frot g

unde uv:EcK® 5k, uveC'(E)
f,g:Eck’ > &, 1,§eC'(E)

Identitatile se verifica prin calcul direct.
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CAPITOLUL VI

DIFERENTIALA FUNCTIILOR VECTORIALE

6.1. Diferentiala unei functii reale de o variabila reala

Notiunea de diferentialda a unei functii intr-un punct a aparut din
necesitatea de aproximare a functiei in acel punct.

Sa consideram functia f:[a,b]c -1, x, €(a,b) si o vecinatate a lui
Xo,» V(X,) < [a,b].

Definitie:

Spunem ca functia f este diferentiabila in punctul x,, daca
existd un numar c € si o functie »:V(x,)—> g, continua si nula
in x, astfel incat pentru orice xeV(x,) cresterea functiei,
f(x)—f(x,), corespunzatoare cresterii Xx—-x, a variabilei
independente sa se exprime prin

() = f(Xo) = S(X = Xo) + 0(X)(X = X, )] (1.1)

Deoarece functia » este continua si nula in punctul x,, avem
Jm ox) = o{xo) =0 (12)

Definitie:
Functia f este diferentiabila pe intervalul (a,b) c g, daca este
diferentiabila in orice punct x € (a,b).

Propozitie:
Functia f este diferentiabila in punctul x, €(a,b) daca si

numai daca este derivabila in acest punct.

Demonstratie:
"=" Daca f este diferentiabila in x, atunci pentru (V) x € V(x,) avem

f(x) = f(xo) = c(x = X¢) + &(X)(x = X, )
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unde lim o(x)=o(x,)=0.

X—>Xg

Pentru x # x, putem scrie

F(x) = f(xo)
X —Xg

=C + o(X)

si prin trecere la limita avem
im T00 = f(xo)

=cC+ lim &(x)
X—>Xg X=Xy X—>Xq
adica

X=X X=X
deci f este derivabila in x, si f'(x,)=c.

"<" Reciproc, sa presupunem ca f este derivabild in x,. inseamna ca
jim 10 =100) _ gy

X—>Xg X— XO
Definim functia o : [a,b] — & astfel

fx)-f(%)
o(X) = —x—xo f'(xy) + X=X, (1.3)
0 , X=X,

Putem afirma ca aceasta functie este continua si nula in X, , deoarece

10101, 0 oty

X — X,

lim o(x) = lim

X=X X—>Xg

Din definitia (1.3) a functiei o rezulta ca pentru X # X, avem
f(x) = (X0 ) = F'(Xo )(X = X¢ ) + &(X)(Xx = X, )

Aceasta egalitate este adevaratad si pentru x = x,, deci functia f este
diferentiabila in punctul x,.
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Observatii:

1) Din demonstratia acestei propoziti, rezultda ca functia f este
diferentiabila in x, € (a,b) daca si numai daca pentru orice x e V(x,)
avem

f(x) = f(Xp) = (X )X = X ) + &(X)(X = Xo) (1.4)
unde )Jlg‘(l o(X) =o(X,)=0

2) Propozitia precedentda afirma ca notiunile de derivabilitate gi
diferentiabilitate sunt echivalente, in sensul ca daca functia are una dintre
proprietati, atunci are gi celalata proprietate.

3) Egalitatea (1.4) se poate scrie
f(x) = f(xo) = [f"(Xo) + (X)X = Xo)

si avem
Tim [(xp) + o(x)] = f'(xo)

Prin urmare, pentru valori ale lui X suficient de apropiate de X, , avem
f'(Xo) + o(x) = f'(Xy) (1.5)

deci cresterea f(x) — f(xo) a functiei f corespunzatoare cresterii x-xo_a
variabilei independente poate fi aproximata cu primul termen din (1.4).

[F(x) = F(x0) = F'(xo )(X = X, ) (1.6)

pentru x = X,

Notam cu h cresterea de la xo la X a variabilei independente, h=x-Xx,.
Atunci pentru h suficient de mic si x = X, +h € V(x,) avem
f(xo +h)—f(xy) = f'(Xo)h

Definitie:

Functia liniara notata df(x,) care asociaza unui numar helg,
numarul f(x,)-h € se numeste diferentiala functiei f in punctul x,
si este definita de:
|df(x,)(h) = £'(x, )| (1.8)
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Trebuie observat ca, in timp ce derivata functiei f in x, este un numar,
f'(x,) € R, diferentiala functiei f in xo este o functie liniara definita pentru
orice he Q.

fixg+h)

fix)
dftx)th)

-Figura 1-

Graficul diferentialei df(x,) este o dreapta ce trece prin origine gi are
coeficientul unghiular tg(a) = f'(x,). Aceasta dreapta este in mod evident
paralela cu tangenta in punctul M, (x,,f(X,)) la graficul functiei f (Fig. 1).

De aici rezulta interpretarea geometrica a diferentialei. Avem:
MN = f(x, +h) —f(xq)
NP = df(x,)(h)

Relatia de aproximare
f(xo +h)—f(xq) = df(xq)(h) (1.9)

exprima faptul ca segmentul PM poate fi facut oricat de mic, daca se ia
cresterea h suficient de mica.

Daca functia f este diferentiabila pe intervalul (a,b), atunci diferentiala ei
intr-un punct x € (a,b) este

df(x)(h) =f'(x)h, hely (1.10)
Fie functia identica ¢: 89—, o(x)=x. Cum ¢'(x) =1, diferentiala ei pe
(a,b) este

do(x)(h)=h, helg (1.11)

Daca folosim diferentialele functiilor f si ¢ n punctul x,, avem:
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df(xo)(h) _ f'(xo)th

do(xo)(h)
df(xo)(h) _
do(xo )(h) (Xo) (1.12)

Pentru un punct arbitrar x € (a,b) relatia (1.12) se scrie simplu
df(x)

d(P(X)=f’(X) (1.13)

Pentru diferentiala functiei identice ¢(x)=x se foloseste notatia dx si se
numeste diferentiala lui X, iar (1.13) devine
df(x)

=f'(x 1.14
dx (x) (1.14)
de unde se deduce
df(x) = f'(x)dx (1.15)
adica diferentiala functiei f este produsul dintre derivata sa si diferentiala
lui x.

Pentru simplitate, se foloseste gi notatia
df = f'-dx (1.16)

6.2. Diferentiala unei functii reale de n variabile reale

Prin analogie cu cazul unei functii f: ¥ — 1 vom introduce notiunea de
diferentiabilitate pentru o functie de mai multe variabile.

Fie functia f:Eci' —> 1, un punct X, =(Xg1,Xgpr--Xgn)€EE $i O
vecinatate a lui x,, V(xq)cE.

Definitie:
Spunem ca functia f este diferentiabila Fréchet in x,, daca
exista o aplicatie liniara L:E c ig' —> g si o functie o:V(x,)cE >

astfel ca:
a) functia o este continua si nula in x,, adica lim o(x)=o(x,)=0
b) pentru orice x € V(x,) avem
f(X) = f(X) = M{X = X ) + (X)X = X, (2.1)
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Cum aplicatia liniaréd A :E c i — I8 se defineste prin

Mx) = Zn:ckxk , Celr (2.2)
k=1

conditia (2.1) se poate scrie

f(X) = f(Xg) = DGy (X = Xgi )+ (X)X = Xo | (2.3)
k=1

Daca notam ¢ =(c,,C,,...c,) € &', vector constant si facem observatia ca

(€ x=Xq) = ch(xk — Xok) (2.4)

atunci conditia (2.1) se poate exprima si sub forma
f(x) = f(Xo) = (C,X = Xo ) + (X)X = X, (2.5)

Relatiile (2.1), (2.3) si (2.5) dau cresterea f(x) — f(xo) a functiei f
corespunzatoare cresterii x — Xo a variabilei independente.

Definitie:
Spunem ca functia f:E c &' > g este diferentiabila Fréchet

pe multimea deschisa E, daca ea este diferentiabila Fréchet in
fiecare punct al acestei multimi.

Proprietatii ale functiilor diferentiabile Fréchet

1) Fie functia f:E < &' — 1, si X, <E.

Daca functia f este diferentiabila Fréchet in punctul x,, atunci ea

admite derivate partiale in acest punct si ai(xo) =c, pentru k = 1n.
Xk

Astfel putem spune ca vectorul constant ¢ € '

¢ = grad f(xy) (2.6)
iar conditia (2.5) se scrie

f(X) = (X, ) = (grad f(xo ), X = Xo ) + (X)X = X, (2.7)
sau
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n
()~ F(%0) = D" 0 (% )(%y — o) + (X)X (2.8)
o1 OXk
Demonstratie:
Daca f este diferentiabila Fréchet in x,, atunci pentru orice x e V(X,)
putem scrie

f(X) = f(X,) = (G, X = Xq ) + (X)X = X

unde lim o(x) = o(xy,)=0

Fie h € \g astfel incat x = x, +he?k e V(x,), eT( =1
Relatia precedenta se scrie
f(Xq +h§k)—f(x0):<c,h§k>+@(xo +he, )he,
sau
f(xo +hey) ~(xy) =he, +hl(x, +hey)
Daca calculam limita
- B h N
jim X0 +Ne)=(Xo) _ Iim{ck lox, +hek)}
h—0 h—0 h
obtinem
Ck _ |im f(X01,...,X0k + h,...,XOn ) - f(X01""’XOk""’XOn) _ i(xo)
h—0 h a)(k

Corolar: Daca functia f este diferentiabila Fréchet pe multimea deschisa
E, atunci ea are derivate partiale pe aceasta multime.

Observatie:
Reciproca nu este totdeauna adevarata.

De exemplu functia f: & > I

Xy
5 5 (X,y)i(0,0)
fx,y)=14x% +y?
o) (xy)=(00)
are derivate partiale in origine, dar nu este diferentiala Fréchet in acest

punct.
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Intr-adevar,
din f(x0) =0 rezultd ' (x0)=0 = F(00)=0
OX OX

din £(0,y) =0 rezulta &(0,y)=0 = % (00)=0
oy oy

prin urmare functia are derivate partiale in origine.

Pentru a demonstra ca f nu este diferentiabila in origine, este suficient sa
aratam ca ea nu poate fi pusa sub forma (2.8)

Pentru (x,y) # (0,0) avem

f(x,y)—f(0,0) = ﬁ—o = Sf—x(o,O)(x—0)+%(o,0)(y—0)+

+ Y J(x=0)7 +(y-0)
x*y [y 10.0)]

in cazul acesta avem
Xy
x? +y?

o(X,y) =

dar aceasta functie nu este continua in origine deoarece nu are limita in
acest punct.

2) Daca functia f:Ec ' -> 1 este diferentiabila Fréchet in

(]
X, € E, atunci ea este continua in acest punct.

Demonstratie

o)
Daca f este diferentiabila Fréchet in x, € E, atunci pentru orice x € V(x,)
avem

1)~ x0) = 372 (xg )06, —Xa0)+ oK = x|

k:1a k

unde lim o(Xx) = o(X,) =0

Calculam
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JLFQO[f( —f(xo)] = “m {zaﬁ(xo )Xy = Xgx ) + (X)X = X, ] = 0

%o 1Ty OXy

de unde lim f(x) = f(x,), deci f este continua in x,.

X—>Xq

Corolar: Daca functia f este diferentiabila Fréchet pe multimea deschisa
E, atunci ea este continua pe aceasta multime.

Reciproca nu este totdeauna adevarata.

3) Daca functia f:Ec ' - are derivate partiale de ordinul
intdi (in raport cu toate variabilele sale) intr-o vecinatete (din E) a

punctului x, eE gi daca aceste derivate sunt continue in x,, atunci
functia f este diferentiabila Fréchet in x,.

Demonstratie
Pentru fiecare punct x =(Xy,...,X,) € V(x) aplicam formula lui Lagrange
functiei f de n variabile

f(x)=f(xq) = Z(XOM""XOK—Mék’Xk+1""’xn NX —Xox ) =

(2.9)
—Z[_(Xo + o (X)X =Xk )
unde & € (Xg %) cu k=1n
iar functiile
of of
(’Jk:8_)(k(xo1’---,§k,---,Xn)_(?_xk(xm’ »Xoko++ Xon ) (2.10)

sunt continue si nule in x, deoarece daca x — X, atunci X, — X, (pt
k =1,n) prin urmare si &, — X, . De asemenea, functiile

of of

——(XgqseeesErers Xy ) = =—(Xgpse--s Xoks---s Xon )

6Xk 01 n an 01 Ok On

fiind functii continue.

Expresia (2.9) este o forma a conditiei de diferentiabilitate.
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Corolar: Daca derivatele partiale ale functiei f:E ' — g exista si sunt

continue pe multimea E, atunci f este diferentiabila Fréchet pe aceasta
multime.

Observatie:

Reciproca nu este totdeauna adevarata caci exista functii diferentiabile
intr-un punct ale caror derivate partiale sa nu fie functii continue in acel
punct.

De exemplu functia f: & -

; 1
f(x.y) = (x? +y?)sin Ty (x,y) = (0,0)

0 . (xy)=(00)

*) Aratdm c& functia f este diferentiabila Fréchet in (0,0) e ®, adica
pentru (x,y) € V(0,0) putem scrie
f(x,y) - £(00) = 2 (00)(x - 0)+ X (0.0)(y - 0) +
OX oy (2.11)
+ (XYW (x=0) +(y -0)

Intr-adevar,

. . 2in 1
& 0,0) = lim {0 =100) _ ., M _ o
ox 0 X—0 al

£(0,y) — f(0,0 yhsin
o (0,0) = tim {ON=FO0) _yyp,~WI_
oy y—0 y-0 y—0 y
iar relatia

2 2 . 1
(D(X,y): msw\ﬁ , (X,y);é(0,0)

0 ’ (X! y) = (0’0)

este continua si nuld in (0,0) e &&*.

**) Aratdm ca derivatele partiale ? Si g_f nu sunt functii continue Tn
X Yy

origine
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of - 1 X 1

= =2xsin - cos

X \/Xz N y2 \/Xz N y2 \/Xz N y2

of : 1 y 1

— =2ysin - cos

oy WP +y? P ay? X ry?

Aceste derivate partiale nu au limita in origine i deci cu atat mai mult nu

sunt continue in origine deoarece functiile sin; Si cos;
X2 +y2 X2 + y2

nu au limita in acest punct.

4) Daca functia f:Ec ' > are derivate partiale de ordinul

(o}
intai intr-o vecinatate a punctului X, € E (V(x,)) si daca aceste derivate

sunt diferentiabile in x,, atunci derivatele partiale mixte exista in x, si
sunt egale. (W. Young)

% %
Xp) = X
axiaxj( 0)= 3 ax o)

N

i # ]

Observatie:
Proprietatea este valabila si pentru derivate partiale de ordin superior.

Daca derivatele partiale de ordin n—1 exista in V(x,) (pe E) si daca
acestea sunt diferentiabile in x, (pe E), atunci exista toate derivatele
partiale de ordin n in x, (pe E), iar derivatele partiale mixte, care difera
numai prin ordinea de derivare sunt egale in x, (pe E).
Cresterea functiei f in x, exprimata prin relatia (2.8)

- of
f(x)—f(xo) = z_(xo )Xk = Xo )+ (D(X)”X - Xo”

o1 OX
este data de suma a doi termeni. Se observa ca atunci cdnd X — Xo,
primul termen tinde liniar catre zero, iar al doilea termen tinde catre
aceasta valoare mult mai rapid. Prin urmare, putem afirma ca pentru
valori xeV(xo) foarte apropiate de xo, cresterea functiei f poate fi
aproximata cu primul termen, adica

n

F(x) = f(xo) Z%(xo)(xk ~Xoi)

k=1 k
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Definitie:
Functia liniara Zﬁ(xo)(xk—xw) se numeste diferentiala
k=1 OX

functiei fin x, si se noteaza df(x,). Ea este o functie definita pe tot

spatiul ' deoarece diferentele x, —x, sunt definite prin orice
Xk E&, k :1,_n-

(%)) = 32 (%0 )(X¢ - Xor) 2.13)

Putem da o exprimare mai simpla a diferentialei daca notdm

h=x-x,eld

he =X —Xg €8, k=1n

df(xo)(h) = ST (xo ), (2.14)
o1 OX .

Daca f este diferentiabild Fréchet in orice punct al multimii deschise E,
atunci diferentiala intr-un punct x e E este

n

df(x)(h) = Zéﬂ(x)hk (2.15)

k=1 OXk

Cu ajutorul functiilor
¢ >R

@ (Xpes X ) = X J:ﬁ

ale caror diferentiale sunt

n

o0
do,(x)(n) = Y = (x)h, =h, (2.16)

OX
k=1 k
daca notam de;(x)(h) = dx;, atunci diferentiala functiiei f pe multimea E
se scrie

df(x) = Zn:ﬂ(x)dxk (2.17)

d=3 % dx, (2.18)
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atunci pentru expresia (2.17) a diferentialei putem retine scrierea formala

df = {Zn:aidxk}f (2.19)
k

1 OXy

unde interpretam (in mod formal) pe of ca un produs “simbolic” intre 0 si
f

Fie f,g:Ec ' > &g, fsi g diferentiabile Fréchet pe E (deschisa).

Folosind definitia (2.17) a diferentialei, cu usurintda se pot pune in
evidenta urmatoarele requli de diferentiere.

d(af + Bg) = adf + Bdg unde o,felx
d(f-g)=g-df +f-dg (2.20)
d(é) = szdg unde g(x)#0 pe E
g

6.3. Diferentiala unei functii vectoriale

[¢]

Fie functia f:Ec ' > &", f=(f,,..f,,) vectorul x, = (Xg1s---sXg,) €E Si
o vecinatate V(x,) €E.

Definitie:

Functia f este diferentiabila Fréchet in x, daca exista n vectori
Cy =(Cqy,Co-Cri )€ si o functie vectoriala o:V(x,)—> "
continua si nula in x, astfel incat pentru orice x € V(x,) sa avem:

() — (%) = 34 (X, — Xo) + (X)X = Xo| (3.1)
k=1

Trebuie sa observam ca (3.1) este o relatie vectoriala echivalenta cu n
relatii scalare

00~ £(Xe) = 3 i (Xs — Xor ) + D00 — Xo (3.2)
k=1

pentru i=1m.

In cazul de fatd numerele reale ¢, sunt
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of, — —
c, =—~(X,), i=1m, k=1n
ik axk( 0) (3.3)

Daca aceasta functie este diferentiabila Fréchet pe intreaga multime E
(deschisa), atunci diferentiabila ei este o functie vectoriala

df(x): &' > "
df(x) = (df,(X),...,df_ (x))

definita de relatia vectoriala

df(x) = zn:ﬂ(x)dxk (3.4)

df (x) = S L (x)dx,, i=1, (3.5)

Se arata ca df(x) exista pe E < df,(x),...,df,(x) exista pe E.

Fie functiile vectoriale
f.Ec >FcW", f=(f,f,,...f,),

g Fc" -, g=1(9192:--+9p)>
h=gof:Ecl >, h=(h,,h,,....h.)

(] [¢]
Fie de asemenea x, €E si y, =f(x,) eF

Propozitie:
Daca functia f este diferentiabilda Fréchet in x, si functia g este

diferentiabila Fréchet in y,, atunci functia compuséa h este diferentiabila
Fréchetin x, siavem

n n

dh(x,) = %(yo)dfk - Z%’(xo)dxi (3.6)
k

k=1 i=1 i

Aceasta relatie exprima proprietatea de invariantd a diferentialei faté de
operatia de compunere a functiilor.
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Demonstratie: pentru simplitate, vom face demonstratia numai pentru
cazul functiilor de doua variabile si anume

g Fc ok
Xg = (Xg1,Xg2) €E

Yo =f(Xg)=(Yo1Yo2) €F

De asemenea, pentru diferentiabilitate, vom folosi o formulare echivalenta
a definitiei cunoscute.

*) Din f diferentiabila Fréchet in x, = f, si f, diferentiabile Fréchet in
(def)

X, = exista functile o, ©,:V(x,)cE—>& cu proprietatea

lim @,(x) = 0,(Xq) =0 si lim 0,(X) = ®,(X,)=0 astfel incat pentru orice

X=X X=Xo

x € V(X,) sa putem scrie

fi(x) =i (Xo) = —(;3:(1 (X )(Xq = Xgq) +
1
(3.6)

of
+ 6_1()(0 )(Xy = Xg ) + @4 (X)X = Xo|
X2

()~ (X0) = S (X0 )(Xs = K1) 2 E (6 )Xz ~Xo2) + 05 (UK =]
1 2

o  (def)
**) Din g diferentiabilda Fréchet in y,eF = existd functile

03, 0, :V*(yo)cF—>1& cu proprietatea JLT 03(y)=03(yy)=0 si
lim o,(y) = o,(y,) =0 astfel incat pentru orice yeV *(y,) sa putem
Y—Yo

scrie

a(y) - olyo) = {g—g(yo )+ ws(yﬂm o)+
Y1 (3.7)

0
. [i(xo )+ m(y)}(yz ~Yoz)
***) Scriem cresgterea functiei compuse h tindnd seama de rezultatele
(3.6) si (3.7)

h(x) —h(xo) = g(f;(x),f5(x)) = 9(f; (X0 ). F (X)) =
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(3.7) ag
=9(Y1,Y2) = 9(Yo1Yo2) = [g()’o)+033(Y)}(f1(x)_f1(xo))+

(3.6)

+ {%(yo )+ 034(3’)}(]:2()() —f2(xo)) =

2

= {;—?(YO )+ ms(Y)}{giX:(Xo (X4 —Xgq) +

of
+ 6_1()(0 )Xz — Xgp) + 031(X)||X - XO"} +
X5

{ g(Yo)"““M(Y)}{af (X )(Xq = Xg1)+
X4

—2(Xg )(Xg = Xgz) + @, (X)X — XO”}
2

Grupand convenabil termenii, obtinem

h(x) —h(x,) = {@(YO )ﬁ(xo) 9 (y0)8f2 (Xo )}(X1 —Xg1)+

of, 0X4 of, 0X4

N [jf—?(yo)ji—L(w %(yo)g—z(xo)}xz ~Xgp) + (38)

+ [grup cu termeni care tind la zero cand x —» xo]

Daca grupul termenilor ce tind la zero il notam (x)[x —X,| cum

lim (x) = o(X,) =0 atunci (3.8) exprima diferentiabilitatea functiei h in
X—>Xg

o
punctul x, eE.

De asemenea, din rezultatele obtinute anterior, avem

oh a9
8_)(1 Xg)= 8f —(Yo _( 0)+ afz(yo _( 0)
afz

(o) af1(o) S (Xo) + af( )62

(3.9)
(Xo)

Daca functiile f si g sunt diferentiabile pe multimile deschise E respectiv
F, atunci functia compusa h este diferentiabila pe E si relatiile (3.9) se
pot scrie simplu
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oh_oghy og
ox, of,ox, of, ox,
oh_og M g,
ox, of 0x, of,0x,

(3.10)

Acestea precizeaza formula de calcul pentru derivatele partiale ale
functiei compuse h,

h(x4,X3) = glf1(X4,X3 ), 5 (X4,X3)]

De asemenea, diferentiala functiei compuse f pe multimea E este

ho[090h 09, (09 09 (3.11)
sau simplu scris
oh oh
dh = =—dx, + —dx
o, ] ox, 9 (3.12)

Daca in (3.11) grupam termenii astfel:

dh = a—g(ﬁdx1 +ﬁdx2) +a—g(%dx1 +idx2j

of \ x4 0X, of, \ 0x, 0X,

atunci obtinem

8 8
dhzggdfﬁaf—gdfz (3.13)

1 2

Din (3.12) si (3.13) retinem

ag ag ag g
dh = =df, + —=df, = —dx, + —dx
of, " of, 2 ox, " x, ° (3.14)

si avem demonstrata proprietatea (3.6) de invarianta a diferentialei fata
de operatia de compunere a functiilor. Totusi trebuie sa subliniem faptul
ca invarianta diferentialei este formala (spre deosebire de invarianta
diferentiabilitatii fatd de operatia de compunere a functiilor, care este una
reala). Intr-adevar, daca folosim notatia completa a diferentialei, avem:

dh(X1,X2) — a9[1:1()(1’)(212’1:2()(1’)(2 )]df1(X1,X2 ) +
1
N ag[fy (x4, X2 ), F2 (X4, X,)]

o, df, (x4,%5)
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Deci in egalitatea dhzgf—gdf1+§f—gdf2, df, si df, sunt diferentialele
1 2

functiilor f,(x4,X,) si f,(x4,X,) definite pe E.

Pe de alta parte,

2

dg(f, f) = Wele)gs ag(;j’fZ )of

1 2

deci in egalitatea dgzgdfﬁ%dfz, df, si df, sunt diferentialele
1 2

variabilelor f, si f, ale functiei g(f,,f,).

O alta proprietate de invariantd prin operatia de compunere a funcitiilor,
este existenta si continuitatea derivatelor partiale, asa cum rezulta din
urmatorul

Corolar

Daca functiile f,(x,,x,) si f,(X4,X,) au derivate partiale continue
pe E, iar functia g(f,,f,) are derivate partiale continue pe F atunci functia
compusa

h(x4,X2) = g[f1(X4,X2 ), T2 (X4,X5 )]

are derivate partiale continue pe E.

Intr-adevar, deoarece functiile f,(x;,x,), f,(X;,X,) si g(f,,f,) au derivate

partiale continue, ele sunt diferentiabile, deci si continue. Atunci functia
compusa este diferentiabila, deci are derivate partiale date de formulele

oh(x4,X,) _ aglfi(x4,%5 ), fo (X4, X, )]8f1(x1,x2)+

0X 4 of, 0X4
+ aglfy (x4, X, ), f5 (X4,X5 )]0 (X4, X,)
of, 0X4
oh(x4,X,) _ aglfi(x4,%3 ), f2 (X4, X, )]6f1(x1,x2)+
[ of, 0X,
+ aglfy(X4, X5 ), fo (X4, X5 )] 0f5 (X4, X5)
of, OX 4

Toate functiile din membrul drept sunt continue, fie prin ipoteza, cum sunt
derivatele partiale ale functiilor f, si f,, fie ca functii compuse de functii
continue cum sunt
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aglfy (x4, X, ), fo(X4,X,)] i aglfy (x4, %), f5(X4,X,)]
Rezulta deci ca on Si oh sunt continue.
0Xy — 0OX,
In cazul general, cand functia compusd h=gof:Eci &,
h =(hy,h,,...,h ) este definita de

h(x) = glf; (x), o (X).0., o (X)] (3.14)
cu x=(x1,...,xn)eI%
9 =(91,925+:Gp)

putem retine formula de calcul a derivatelor partiale pentru functii
compuse, anume:

oh _ 599 (3.15)

OX; = ofy OX;

pentru izﬁ si j=1n.

Exemplu:

Fie f: &2 > &2, f=(f,1f,), f,(X1,X,) = X, COS X,

fy(X4,X,) = X4 8iNX,

g Fc 5, glynys)=Y> — vy, +V3,

Fie functia compusd h=gof: & > I,
h(x4,X5) =g [ f5(X3, X, ) f5(X4,%5) ]
%/_/%,_/

Y1 Y2

Avem
*)a_h:@ﬁ_l_@%:a_gﬁ_i_a_g%:
ox, of,ox, of,0x; 0y,0x; 0y, 0X,

2 2\ Qi
= (3y? —y,)cosX, + (~y, +3y3)sinx, =
= (3x% cos® X, — X, SiNX,)COS X, +
+ (=X, COS X, + 3%3 sin” X, )sinx, =

= 3x?(cos® x, + sin® x, ) — 2x, COS X, Sin X,
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**)ﬂ:@ﬂ+@%:@ﬁ+a_g%=
ax2 of,ox, of,0x, 0Oy,0X, 0y, X,

Y2 )(=Xy8iNX,) + (=Y, + 3y )X,COS X, =

x1 cos® X, — X, sinxz)(—x1 sinXx,)+

X3 sinx, Cos X, (sinx, — COS X, ) +

=3y
(3
+ (=X, COS X, + 3x7 sin” X, )X, COS X, =
3
+ X

2(sin?x, —cos® x,)

6.4. Diferentiale de ordin superior

Fie functia f :Ec ¥ > si XOEIOE.

Definitie:

Spunem ca functia f este diferentiala de n ori in punctul x,,
daca toate derivatele sale partiale de ordin n-1 exista intr-o
vecinatate a punctului x,, V(x,), si daca acestea sunt functii

diferentiabile in x,.

De asemenea, spunem ca f este de n ori diferentiabila pe multimea
deschisa E daca este de n ori diferentiabila in fiecare punct al acestei
multimi.

Propozitia 1:
Daca functia f are toate derivatele partiale de ordin n (intr-o

vecinatate V(x,) a lui x,, pe E) si daca aceste derivate partiale sunt
continue (in X,, pe E), atunci f este de n ori diferentiabila (in X, pe E) si
diferentiala sa este

"f(x) = {iaidxk} f(x) (4.1)

k=1 OXk

unde puterile sunt simbolice.
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intr-adevar, toate derivatele partiale de ordin n-1 au derivate partiale
continue in x, (pe E), deci toate derivatele partiale de ordinul n-1 sunt

diferentiabile in x, (pe E).

Prin inductie matematica, se obtine ca diferentiala de ordin n (in punctul
x e E) este

d”f(x):ZZ...Z%dxhdxb..dxiﬂ - {zaidxk} £(x)

P k=1 OXc

daca se introduce operatorul diferential de ordin n

d" = [Zn:idxk} (4.2)

unde puterea n este simbolica, adica: exponentul n inseamna ca se
dezvolta formal suma din paranteza dupa regula lui Newton; deci,
operatorul de diferentiere de ordin n este, formal, puterea a n-a a
operatorului de diferentiere de ordinul intai,

Expresia d"f(x) inseamna produsul formal dintre operatorul d" si functia
f(x). Daca nu se mai pune in evidenta variabila vectoriala x, avem

d"f = d(d"'f) (4.3)
Exemplu:
Pentru doua variabile x,y operatorul diferential de ordinul intai este
dza%dx+%dy (4.4)

Atunci pentru o functie f:E ¢ ¥ > g avem

df :ﬁdx+ﬁdy (4.5)

oX oy

Diferentiala de ordin doi va fi:
d2f = d(df) = d(ﬂ dx + ﬂdyj - d[ﬂ dxj + d[ﬂ dyj -
oX oy oX oy
_X %,_/

= d(gf)dx " d(gf—y) + d(dx) + d(dy) -

153

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

2 2 2
(afd afddeX+ O°F g+ O gy |y =
ox? dyox OXdy oy?

2 2
:a—f(d Y +2 afdxdy+ (dy) —{ dx + ady}f

ox? oxoy OX oy
3

Fie functiile
f.Ec >FcW", f=(f.f,,...1,),
g:Fc" >Rk,
h=gef:EcK -, h(x) = g[fy(X),.... i (X)]
erI%, y0=f(X0)e|g
Propozitia 2:

Daca functiia f este diferentiabila de doua ori in x, (pe E) iar
functia g este diferentiabila de doua ori intr-o vecinatate a punctului
Yo =f(xq) (pe F=f(E)) atunci functia compusa h este diferentiabila de
doua oriin X, (pe E) si avem

0° g og 2
d*h = df, df —=Z d“f 4.6
; Z R0t o O (4.6)
Demonstratie:

Intr-adevar, functia f fiind diferentiabila de doua ori intr-un punct x € E,
are derivate partiale de ordin intéi intr-o vecinatate a lui x, V(x)cE si
acestea sunt diferentiabile In X. Rezultd ca functia compusa h are
derivate partiale de ordinul intai Tn V(x).

zag(f X))af si (4.7)
i k=1 k
dh(x)= Y agf df. (x) (4.8)
k=1 k

Cum in (4.7) toate functiile din membrul drept sunt diferentiabile in X
(prin ipotezé sau prin operatia de compunere) rezultd ca si functiile
a—h(x) sunt diferentiabile in X, de unde deducem (conform Young) ca
functia h are derivate partiale de ordinul doi in X, iar derivatele mixte sunt
egale. Atunci,
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m, 5 N 5
d?h = d(dh) = d{zafgdfk} - Z{d(ﬁgjdfk + 81fid(dfk )} -

k=1 Ol
=3 > 2 B gt a, + 29 a2,
o, Lo, o,

de unde rezulta formula (4.6).

Observatii:

a) Daca functia g este diferentiabila de douad ori numai in y,, putem
deduce ca h are derivate partiale de ordinul intdi numai in X,, deci nu
rezulta ca h este diferentiabila de doua ori in x,.

b) Formula (4.6) se poate scrie simbolic

m 2 m
d%h = [Zafidfk} g+ {Zafidsz }g (4.9)

k=1"~"k k=1"~"k

c) Propozitia ramane valabila si pentru diferentialele de ordinul n ale
functiilor compuse. Astfel, prin inductie se demonstreaza ca daca f este
de n ori diferentiabila pe E, iar g este de n ori diferentiabilda pe F=f(E),
atunci functia compusa h este de n ori diferentiabila pe E.

Aplicatie: Sa se scrie ecuatia lui Laplace in coordonate polare.
Pentru f:Ec? > R, ecuatia Laplace este

0% o%f
ot Toy2 0 (4.10)
b
r M{x,y) X =rcoso
y =rsin® (4.11)
0 8 -
X

Functia f ca functie de coordonatele polare r si 0 poate fi privita ca
functie compusa de forma
f[x(r,0),y(r,0)] (4.12)

Vom calcula df si d*f conform formulelor (3.14) si (4.6).
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*) df = ( dx+gdyjf afdx+ﬁdy
oX oy ox oy

Cum dx= (%uﬁde) = Xr 4+ Mg =
0 00 or 00
= cos0dr —rsin0do

dy = (8dr+gd9)y sin 6dr +r cos 6d6

Rezulta ca
df = ﬂ(cos 0dr —rsin6do) + ﬂ(sin 0dr +rcos 6d0) =
ox oy

(cos 9ﬁ+ sin©® afjdr +( rsin 9ﬁ+ rcoso adeO
oX oy oX oy

De aici putem retine

of = coseﬁJrsineﬂ
OX

or
o = —rsineﬂﬂcoseﬂ
00 X 0

si deducem ca
o _coseﬂ—jsineﬂ
oX or r 00
ﬂ:sineﬁﬁcoseﬂ
oy or r 00

(4.13)

“*) d?f = ( dx+gdyj f+(ﬁd2x+gd2yJ f=
ox oy oX oy

0% 2 O 0°f o 2, o 2
==—(dx)” + =—=(d +2—=—dxdy + —d“x+=—d
axz( ) ayz(y) axdy I o Y

Dar

&x (adr+@d9) x——(dr) +2§ X drdo+
or

+ ?ﬁ(de)z = -2sin0drdd — rcos H(de)>

d?y = (a dr +@d(9) y = —2c0os 0drd0 —r sin 0(d6)?
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In expresia lui d*f fnlocuim dx,dy,d?x,d?y precum si ?,ﬂ conform

X Oy
(4.13) si obtinem

2¢ _ O°f , 2, Of
d*f = a—z(cosedr —rsin6do)” + P ~—(sin@dr +rcos 0d6)” +
X Yy

2
+2af
OXoy
of 1

+ (cose— —~sin eﬁ)(— 2sin0drdo — rcos 6(d6)? ) +
or r 00

+ (sin 0 1cos eﬂ)(— 2cos 0drdo — r sin 6(d6)?)
or r 00

Vom grupa termenii dupa (dr)?, (d6)* si drde.

d*f =| cos?® ea—f +sin ea—f + 2sin0cos 0L }(dr)
ox? dy? oxoy
2
2 ea—z - 2sin9cose——r—}(d9)2 +
oy oxoy or

0% o%f

j{r sin’ 9—+r Ccos
2rsin6cos0 — - — +2r(cos 0 —sin O)af —4sincos0 < +
oxoy or
.1
r

ox?  oy?

(sm 0-cos e)ﬂdrde

Putem retine urmatoarele egalitati

0 f_cos ea—f+sm ea—f+23|nGCose 0%t

or? ox2 oy? oxoy
2

of _r sin 9a f

2
+r?cos eaz 23inecosea—f—r@

ox? oy oxoy or

de unde, cu usurinta, obtinem
o 0% _o%  10% 1o

o2 o o o rar

deci ecuatia lui Laplace in coordonate polare este

2
ol P N A o (4.14)
o r?ep® ror
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6.5. Formula lui Taylor

Fie functia f:[a,b]—> 1, derivabild de n ori intr-un punct x, € (a,b).
Aceasta inseamna ca primele n-1 derivate exista intr-o intreaga
vecinatate a lui x,. Pentru simplitate, vom presupune ca primele n-1
derivate exista pe intregul interval (a,b).

Pentru fiecare x e [a,b] definim polinomul

f'(x0) f'(xo)
2

T, (x)=f(xo)+ (X=Xo)* +... ¥

(n)
(X=Xo)+ %'X")(x—xo)n (5.1)

Acesta poarta denumirea de polinomul lui Taylor de gradul n, atasat
functiei f, in punctul x,.

Daca pentru fiecare x e [a,b] notam
R, (x) = f(x) - T, (x) (5.2)

atunci
f(x)=T,(x)+R,(x), adica

f'(%0)
1

f"(xo)

f(x)="1(xo) + o

(n)
o X0)
n!

(X=X )* +

(X=Xg)+

(5.3)
(x=%)" +R;(x)

Aceasta egalitate valabila pentru orice x € [a,b] se numeste formula lui

Taylor de ordinul n, corespunzatoare functiei f, in punctul x,. Functia
R, : [a,b] > & se numeste restul de ordinul n, al formulei lui Taylor.

Observatii:

a) R, este o functie de n ori derivabila in x, deoarece functia f are
aceasta proprietate, iar polinomul T, este functie de n ori derivabila pe
(a,b).

Rezulta ca R, este functie continua in Xo.
b) Din (5.3) pentru x = x, deducem

R,(Xq,) =0, deci
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X'L”x‘o R,(X)=R,(X,)=0 (5.4)

c) Pentru valori ale lui x suficient de apropiate de x,, functia f poate fi

aproximata de polinomul Taylor
f(x) = T,(x)

In cele ce urmeaza incercdm s& gasim o formé& pentru restul formulei lui
Taylor.

Propozitie:
Daca functia f:[a,b] > este de n+1 ori derivabild pe (a,b)

atunci restul formulei Taylor are forma
(n+1) _
R (x) _ TP (xg +6(x = X))
(n+1)!

(X = X0 )™ (5.4)

unde 0 € (0,1)
si se numeste restul lui Lagrange.

Demonstratie
Pentru X si x, € [a,b] fixati si p € § pentru rest consideram forma

R, (X)=(x =X, ) -k (5.5)
unde k este un numar care se schimba odata cu X si X,.

Pentru punctul X ales, furmula lui Taylor de ordinul n in punctul x, se

scrie:
£(0)= xg) -2 x =0 )+ (-, ) +
) ' ' (5.6)
+...+f( )(XO)(X—XO)n +(X=Xo )P %

nl
Consideram functia ¢ :[a,b] — I definita astfel

f"(t)

o(t) = f(t)+ (t)(x D+ x4t :(t)( L (x—tfP ok (5.7)

Functia ¢ este derivabila pe (a,b) deoarece toate functiile din membrul
drept au aceasta proprietate.
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Daca ne referim la intervalul [x,,x] c [a,b] putem spune ca ¢ este functie
Rolle pe acest interval si ca ¢(x) = ¢(X,) = f(X).

Putem aplica teorema lui Rolle pe acest interval, deci exista un punct
& € (Xq,X) astfel incat ¢'(§) =0

Dar

(p’(t)=f'(t)+L(t)(x—t)—%t)+%(;[)(x—t)2 -
(x-1)" -

() f(””)( )
1l O n!

(t) ( t)n—1

( -1) ! —p(x - t)>" - x, deci

o) =" i pix—

n!

conditia ¢'(¢) =0 ne conduce la

%@)(x — &) —p(x— g
de unde

o B e (58)
Asadar, restul R,, se va scrie

R,(x) = X O g 59)

p-nl

in particular, pentru p=n+1 se obtine restul lui Lagrange
" (e) :
R, (x)= (x = xg)™
(n+1n!

Deoarece & e(Xx,,X), putem scrie &=x,+0(x—X,) cu 0e(01), si
formula Taylor de ordinul n este

f(x) = f(xO)Jrf'(;j0 )(x—x0)+..+%'x°)(x—xo "+
F D (xg +6(x = Xq)) n+1 (5.10)
(X=Xq)
(n+1)!
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Putem observa ca daca scriem formula Taylor (5.10) cu restul de ordinul
zero, obtinem formula cresterilor finite a lui Lagrange pe intervalul [xo,x],

adica
f(x) = f(Xg) = F'(xo +0(X =X )X = X ) (5.11)

Formula lui Taylor poate fi definita si pentru functii de mai multe variabile

[¢]
Fie deci o functie f:E c &' > & si Xy = (Xgq,---»Xon ) € E VOm presupune
ca functia f este de n ori diferentiabild in x,. in acest caz, f are toate
derivatele partiale pana la ordinul n inclusiv in x, iar derivatele mixte, in

care variabilele in raport cu care se deriveaza intervin de acelasi numar
de ori, sunt egale in Xo.

in fiecare punct x € E polinomul Taylor de gradul n atasat functiei f in xo

este
2
To(x)= (Xo)+%{zﬁﬁf (Xo Ny = XOk):| 2'[2“66% (Xo Xy = XOk)jI
k=1 OX k=1 OX
) (5.12)
+...+ﬂ;%(xoxxk ~ Xox )}

unde puterile sunt simbolice.

Exemplu:
Pentru n=2 avem

T.(x)= f(xo)+{zak(xo)(xk XOK)} +1{Zaﬁfk(x0)(xk x(,k)}n

k=1 k=1

deci

T.(x) = f(X0)+1'[a 1(Xo)(x1 Xo1) +

(0)(X2 on)} 21{2 Z(Xo)(X1 Xo1)2+

+ 6Xa16f (X0 J(Xq = X9 )Xz = X02)+8X2 (X )(X5 _on) }

1 e
EZ ka o k(XO)(X1 Xo1)k(X2 — Xp2) “
k=0
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n
Cum pentru cresteri mici x, — X, expresia Zi

(X0 X =X, ) @m
ket OXy¢

numit-o diferentiala de ordin intai a functiei f in x,,

ii(xo)(xk ~ Xk ) = df(xo)

o1 OXy

polinomul Taylor (5.12) se mai poate scrie

T,(X) = df(x0)+ df(x0)+ df(x0)+ = df(xo)

adica
T.(x)= kz(;k'd f(x,) (5.13)
unde d°f(x,) = f(x,).
i
Pentru orice x € E, functia f poate fi data de egalitatea
f(x)=T,(x)+R,(x) (5.14)

numita formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare functiei f in X, iar
functia R, : E < ' — g este restul de ordinul n al formulei lui Taylor.

Se poate observa ca functia R, este continua si nula in X,
limR,(x)=R,(x,)=0, prin urmare, pentru valori ale lui X suficient de
X—>Xg

apropiate de x,, f(x)= T, (x).

Propozitia 1:
Daca functia f:E c &' > este de n+1 ori diferentiabila intr-o
vecinatate V(x,)cE, atunci pentru orice xeE existd un punct

E=(&..-,&,) € V(X,) situat pe segmentul [x,,x] astfel incat sa avem

n+1
N Y _
Ro(0)= 10 1)![§axk (E)x XOK)} (5.15)
. 1 n+
adica Rn(x)zmd () (5.16)

Acesta este restul lui Lagrange.
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Formula lui Taylor se scrie

f(x) = ;;k'd f(x0)+( T d™'f(&) (5.17)

Fie fEcl >, X, E

Propozitia 2:
Daca functia f are derivate partiale de ordinul n continue in

V(x,) < E, atunci restul de ordinul n al formulei lui Taylor se poate pune
sub forma:

R, (X) = %m(x)“x —Xo| (5.18)

unde functia o: E c &' — g este continua si nula in x,.

Demonstratie: pentru simplitate, demonstratia o facem numai pentru
cazul n=2.

Deoarece f are derivate partiale de ordinul n continue in V(x,), atunci
ea este diferentiabild de n ori in V(x,) si conform propozitiei 1, restul de
ordinul n-1 al formulei Taylor, sub forma data de Lagrange, este

Ro(X) —[—(a)( o+ L6, )| -

(5.19)
1 n-
Zak - ka "a o k(i)(x1 X01)k(X2 ~Xgp) "
unde X =(X4,X;)€ V(Xp)
€ =(&,62) e V(xo)
&1 =Xo1,Xq); &o =(Xp2,X7)
o'f o"'f
cum  lim = X
&% OX | OXG (&) 8x'1‘8x2"‘( o)
din cauza continuitatii acestor derivate, putem scrie
o"f o"f
= Xg )+ o (X
aX!l(axg_k (E.>) axsaxg_k ( O) k( ) (520)
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unde lim o (X) = 0, (X,) =0, k=1n

X—>Xg

Atunci avem:
1 k an k n—-k
X C ————— (X, (X, =X Xo — X

n1( ) n'ko n@x'{@xg’k( 0)( 1 01) ( 2 02)
1< -

+Hzcﬁmk (X4 = Xg1)" (X5 =Xo2)"™"
"k=0

Rezulta ca

1% nk 1 n
R, (x) =H§CE‘DK (x)(x4 _Xo1)k (X —Xg2) ‘= HC‘)(X)”X_XOH

unde am notat

Z n (X)(Xg = X01) (Xg = Xgp)"™ (5.21)

I —Xol =

Deoarece

0 < |o(x) < %ZCH@,((XM X=X o x = x| =D Chle (x) > 0
k=0

Ik~ 3
pentru x — X,

putem spune ca

JLTO o(X) =o(X,)=0

adica functia o este continua si nula in x,.

[¢]
Pentru o functie f:E c ' > ", x, € E formula lui Taylor de ordinul n
corespunzatoare functiei f in x,,

f(x)=T,(x)+R,(x) (5.22)
va fi o relatie vectoriala echivalenta cu m relatii scalare

fi(X) = Ty(X) +Ry(x), i=1m (5.23)
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6.6. Functii implicite

Fie multmea E=AxBc ", unde Acl' si Bcl, si fie functia
F.ECR" 5 k.

Pentru x = (X4,X,,...,X,) € A si y € B, fie ecuatia

F(X,X,.., X, Y) =0 (6.1)
sau folosind o scriere mai simpla,

F(x,y)=0 (6.2)
Definitie:

Functia f:Ac Y >Bc !y este solutie pe multimea A in
raport cu variabila y a ecuatiei (6.1), daca:
F(Xqyeees X, F(X4500,X,)) =0 (6.3)

pentru orice (X,,...,X,) € A.

Daca solutia este unica, atunci spunem ca functia y = f(x,,...,x,) _este

definita implicit de relatia (6.1).

Ecuatia (6.1) o numim ecuatie implicita.

In continuare, ne punem problema conditiilor in care ecuatia (6.1) poate fi
rezolvata in raport cu variabila y, mai precis, in ce conditii exista functia
f: A — B astfel incat F(x,f(x)) =0 pentru orice x € A.

Teorema functiilor implicite

Fie functia F:Ec "' - Q' si (Xo,yo)elg.

Daca:
1) F(Xo,¥0) =0

2) F are derivate partiale de ordinul intai, i, oF (k

k

=1,n) continue intr-

o
o vecinatate UxV cE (cu Uc A, V cB) a punctului (x,,y,)€E.

oF
3) a_y(XOaYO)¢ 0
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Atunci:

a) exista o vecinatate U, xV, cUxV a punctului (x,,y,) Si 0
unica functie f:U, »V,, continua pe U,, astfel ca f(x,)=y, Si
F(x,f(x))=0 pentru orice x € U,

b) f are derivate partiale continue pe U, si

&)
%(x):_ | () xeUg,i=1n (6.4)
i @(X)

c) Dacé F e C*(Ux V) atunci f e C*(U,)

Demonstratie:

F
a) Din ipotezele 2) si 3) retinem ca functia Z— este continua si =0 in
y

punctul (X,,Y,). Deducem ca Z—F este #0 pe o intreaga vecinatate a
Yy
punctului (X,,Y,). Fie UxV aceasta vecinatate, adica
Z—F(x,y);to pentru xeU siyeV.
y

Din ipoteza 2), rezultad ca functia F este diferentiabild, deci continua, pe
Ux V. In particular:

*)Pentru y e V fixat, functia ¢:Uc ' - g,
¢o(x) =F(x,y)_este continua pe U

**) Pentru x e U fixat, functia v :V c R— R,
y(y)=F(x,y)_este continud pe V, deci si strict monotond pe V.
deoarece

w’(y)%(x,y)io pentru y e V (6.5)

Alegem punctele arbitrare o, € V astfel incat a <y, <.
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Fie V, =(a,B). Din ipoteza (1) si rezultatul (6.5), se deduce ca functia
W, (Y)=F(X,,Y) are semne diferite in punctele a si 3.

Fie, de exemplu, urmatoarea alegere:
Wola) =F(xq,a) <0 si yo(B)=F(x,,8)>0 (6.6)

Din (6.6) si din proprietatea de continuitate a functiei ¢ pe U, putem
spune ca exista vecinatatile U' c U si U" c U ale lui X, astfel incat
¢,(x)=F(x,a) <0 pentru xeU' si

0,(x)=F(x,)>0 pentru x e U’

Daca notam U, =U'nU", obtinem
9,(X)=F(x,a) <0 si @,(x)=F(x,3)>0 (6.7)
pentru X e U,.

Fie un punct xeU, fixat, arbitrar ales. Functia w(y)=F(x,y) fiind

continua pe [oc,B], ea are proprietatea lui Darboux pe acest interval.
Avand in vedere si rezultatul (6.7), putem spune ca exista un punct
yeV, astfel ca y(y)=F(x,y)=0. Mai mult, acest punct este unic

deoarece functia y este strict monotona pe [a,B].

Prin urmare, exista o vecinatate U, a lui X, si o vecinatate V, a lui y,,
astfel ca, pentru orice x € U, fixat ecuatia F(x,y)=0 are, pe V,, singura
solutie y =f(X) cu proprietatea F(X,f(x))=0 pentru orice x € U,. Altfel
spus, ecuatia F(x,y)=0 defineste functia implicita f:U, — V,. Pentru
X =X,, avem F(X,,¥,)=0; cum y, este singurul punct din V, cu
aceasta proprietate, obtinem si conditia f(X,) =Y,

Observam ca vecinatatea VO alui y, a fost aleasa arbitrar; deducem ca,
pentru orice vecinadtate V, a lui y, =f(X,), existd o vecinadtate U, a lui
X, astfel ca f(x)eV, pentru orice x € U,. Deci, functia implicita f(x)
este continud in X,. Mai mult, se aratd ca functia implicita f este
continua pe intreaga vecinatate U, a lui X, .
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b) Este suficient sa aratdm ca f este functie diferentiabilda Fréchet pe
vecinatatea U, a punctului X, .

Fie a=(a,a,,..,a,)eU, arbitrar ales
b=f(a)eV,

Conform ipotezei 2) rezulta ca F este o functie diferentiabila Fréchet pe
multimea UxV, deci este diferentiabild si in punctul (a,b)eUxV, deci

pentru orice punct (x,y) e UxV putem scrie:

F(x,y)-F(a,b)= Z{SXF (a,b)+ o (xy) :|(Xk —ay )+

k=1 k

[g{;(a b)+ w(x,y }(y—b)

unde
o (X,y)=o(ab)=0

(x y)ﬂ(a b)

lim o(x,y)=w(ab)=0

(xy)—>(a.b)

(6.9)

in particular, daca ludam x e U, si y € V,, avem

F(x,y)=F(x.f(x))=

F(a,b)=F(a,f(a)) = (6.10)

astfel incat (6.8) devine

Zn‘[;—':(a,b)Jr cok(x,y)}(xk —a)+ {g;(a b) + (X, Y)}[ (x)-f(a)]=0

k=1 k

sau

M-

{i(a,bh cok(x,f(x))}(xk —ak)+{ (a,b)+ o(x,f(x) }[f(x (@)]=
TLOXk
0

(6.11)

=
=

Observatie:

*) Din f continuad in a si ®,, ® continue si nule in (a,b) rezulta
limo, (x,f(x))=o,(a,f(a))=

lima(x,f(x)) = o(a,f(a))=0 (6.12)
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**) Din Iim{ﬁ(a,bhw(x,f(x))} =ﬁ(a,b)¢ 0 rezultda ca exista o
x—a 8y 5y
vecinatate U,(a) astfel incat pentru orice x € U,(a) sa avem
oF
E(a,b)+ o(x,f(x))=0 (6.13)

Din (6.11) deducem:
F (a,b) + o (x.f(x))

5 OX
f(x)-f(a)=— k (X, —ay) 6.14
; Flab)+oxix) 614
oy
Notam
E(a,b)-ﬁ-(ﬂk(x,f(x» E(a,b)
OX, OX,
Q(x)=—¢ ~3F (6.14)
—(a,b)+ o(x,f(x)) —(a,b)
oy oy
si observam ca
limQ, (x)=Q,(a)=0 (6.15)
In felul acesta, relatia (6.14) se scrie
| (ab)
f(x)-f(a)=->, <9I:k—+Q"(X) (X, —a,) (6.16)
k=1 gy(a’b)

si avem demonstrata diferentiabilitatea in punctul a pentru functia f. Din
(6.16) mai deducem ca

oF
—(a,f
i(a) = —w (6.17)
e = (af@)
y

Cum punctul a € U, a fost arbitrar ales, rezultd ca f este diferentiabila in
orice X € U, iar derivatele sale partiale sunt
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oF
of OX, —
—=- , k=1n 6.18
OX, oF (6.18)
oy

Cum derivatele partiale S—F Si Z—F au fost presupuse functii continue pe
Xk y

UxV,iar f este continud in U, , rezultd ca derivatele partiale (6.18) sunt
continue pe U, .

c) Se demonstreaza prin inductie completa, afirmatia fiind demonstrata
pentru k =1.

Exemplu:

. . . oy .oy .

Sa se calculeze derivatele partiale —— si —— in punctul
0X4 0X,

(Xo1, X025 Yo ) =(2,2,0), daca functia y este data implicit de ecuatia
(X, +x,)e" =x;x, -y =0 (6.19)
Verificam indeplinirea conditiilor impuse de teorema functiilor implicite.

in cazul nostru,

F(X1, X5, ) = (X; +X3)8" —=X;X, =y (6.20)
1) F(2,20) =0
2) FeC'(V*(2,2,0)) evident

oF
3) 5(2,2,0) = [(X1 + X, e’ - 1](2,2,0) =30

Diferentiem (6.20)

ﬁdx1 +8—Fdx2 +Edy =0

OX, OX, oy

(e¥ —x,)dx, + (e’ —x,)dx, + [(x1 +X,)e’ - 1de =0
y _ y _

dy = %dx1 _Adx2

_(x1+x2)ey—1 (X, +Xx,)e’ =1
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De aici deducem

oy _  el-x,
OX X, +X,)e’ -1
D) 621)
o __ e’ —x,
OX, (X +x,)e’ =1
de unde avem
¥ 220021 6i N (220)=1
0X4 30X, 3
&a
Observatii:

Teorema functiilor implicite se poate enunta si pentru cazul unei functii
vectoriale

FEEcR? K
unde E=AxBcu AclY,Bck

Pentru x € A si y € B, ecuatia
F(x,y)=0

este o ecuatie vectoriald echivalenta cu p ecuatii scalare.

in acest caz, conditia 3) din teorema se scrie pentru determinantul
functional al functiei vectoriale F in raport cu variabila vectoriald y, adica

D(F,.....F,)

D(Y+5-1¥p)
iar derivatele partiale ale functiei vectoriale f:U, c &' >V, c & pe

#0 pentru (X,¥)=(X,,Y,) (6.22)

vecinatatea U, sunt

D(F,,....F;....F,)
of  D(YyeesXjoenVy)
x 2
oX; D(F,,....F,....F,) (6.23)
D(Y1se-s Yo Yp)

pentru i:ﬁ Si j:1,_n
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6.7. Extremele functiilor de mai multe variabile

Fie functia f:Ec ' > si x, €E.

Definitie:

o
Punctul x, € E_se numeste punct de extrem (local) al functiei

f, daca existd o vecinatate V(x,)eE astfel incat sa avem
f(x)<f(x,) sau f(x)>f(x,) pentru orice xeV(X,) dupa cum
extremul este punct de maxim (local) sau minim (local).

Valoarea functiei f int-un punct X, de extrem, se numeste extrem al
functiei f (maxim sau minim)

Propozitia 1:
Daca functia f are derivate partiale de ordinul intai intr-un punct

(o]
de extrem X, € E, atunci acestea se anuleaza in acest punct.

6.'.‘ —_

—(X,)=0, k=1n 71
axk( 0) (7.1)
Demonstratie:
Fie functia partiala f:E, c > &

f.(X:) =F(Xgps-ees Xiseens Xo ) (7.2)

E; = {X; € &(Xg1sees Xipeoes Xop ) € E

Despre aceasta functie putem spune ca este derivabila in punctul X, si
ca
of

f(Xqi) = &(Xo) (7.3)

Deoarece punctul X, €E, este punct de extrem pentru functia f,

conform teoremei lui Fermat,avem f/(x,,) =0, de unde deducem
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of
&(Xo) =0 (7.4)

Rezultatul este valabil pentru orice i = ﬁ

Definitie:

Punctul x, € E se numeste punct stationar al functiei f, daca

aceasta functie este diferentiabila in X, si daca diferentiala sa in

acest punct este nula,
df(x,)=0 (7.5)

Observatie:
Deoarece diferentiala functiei f in x, este

n

df(x,) = z_(xo Xax,

k=1

avem df(x,)=0 < aﬂ(xo):o, k=1n

Xk

Propozitie 2:

(o]
Orice punct x, eE de extrem local in care functia f este
diferentiabila este punct stationar al functiei.

Intr-adevér, conform propozitiei precedente rezulta (7.4) si conform cu
(7.6), X, este punct stationar al functiei f.

Observatie:
Reciproca nu este totdeauna adevarata adica exista puncte stationare
care nu sunt puncte de extrem local.

Exemplu:
Functia f: & >\
f(x,y)=x* -y’
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*) Functia f este diferentiabild in (0,0) € & deoarece derivatele partiale

ﬂ =2X si ﬂ = —2y sunt functii continue n acest punct
oX oy

df(0,0) = Sf—x(o,O)dx + gf—y(0,0)dy =0

deci (0,0) este punct stationar.

**) Punctul (0,0) € & nu este punct de extrem local deoarece avem
f(x,0)=x*> >0 = f(x,0)>f(0,0)

f(0,y)=-y* <0 = f(0,y)<f(0,0)

in orice vecinatate V(0,0) c &&.

(A8

Definitie:
Punctele stationare ale functiei f care nu sunt puncte de
extrem local, se numesc puncte sa ale lui f.

interpretare geometricd: Graficul unei functi f:Ec & — 1 este o
suprafatd S din &’ de ecuatie z = f(x,y).

Daca f este diferentiabild in punctul (X,,y,)€E suprafata S are plan
tangent in punctul (X,,Y,,f(X,,Y,)) a carei ecuatie este

zZ—f(Xp:Yo) = gf_x(xo’yo (X = Xo)+§y(xo:yo )Y —Yo)

Daca (X,,Y,) este punct stationar, suprafata S are in punctul

(Xq,Yo,f(Xy,Yo)) plan tangent paralel cu planul (xOy) a carui ecuatie
este
Z= f(X07y0)

Daca punctul stationar (X,,Y,) nu este punct de extrem local, atunci, in
vecinatatea lui, suprafata S are forma de sa (Fig. 2).
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M0 Yo, FOG, Y1)

0
b
X
- Figura 2 -
Propozitia 3:

Fie f:Ec >, X, el% si forma patratica

N, 9% X —Xq X —Xo
o(x) = (X)) T o 7.7

220, " Tl )

cu xe V(x,).

Daca X, este punct stationar al functiei f si daca aceasta are derivate
partiale de ordinul doi continue in V(X,), atunci:

a) Daca forma patratica ¢ este definitd, punctul X, este punct de extrem

local al functiei, fiind punct de maxim local daca ¢(x)<O sau punct de
minim local daca ¢(x)>0 pentru x € V(X,)

b) Daca forma patratica ¢ este indefinitd, atunci X, nu este punct de
extrem local al functiei

c) Daca forma patraticd ¢ este degenerata, atunci despre X, nu putem
afirma nimic.

Observatii:

2
1) forma patratica ¢ este degenerata daca rang(aaaf (xo)j <n
X.OX :
v

i,j=1n

2) forma patratica ¢ este pozitiv definitd, ¢(x)>0 pentru x € V(X,),
daca determinantii principali ai matricei patratice de ordinul n,

2
( of (xo)j au urmatoarele semne:
ij=1n

OX;0X;
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A, >0, A, >0, ..., A, >0. (7.8)

n

Acestea sunt conditiile lui Sylvester din teoria formelor patratice.

3) forma patraticd ¢ este negativ definitd, ¢(x)<0 pentru x € V(X,),
daca determinantii principali au semnele urmatoare:

A, <0, A, >0, A; <O, ...

Demonstratie:
Scriem formula lui Taylor cu restul de ordinul doi conform relatiei (5.18)
intr-o vecinatate a punctului X, .
1S of
f(x) =1(xo)+ —Z—(Xo)( — Xoi) +

1' =7 OX,
1ao,a (7.10)
1 2
+— — X (X, = Xq: )+ = -
2';J - 8X 8X OI)( j OJ) 2|(D(X)||X XO"
unde
)!LFD (D(X) = (D(XO) =0 (7.11)
Deoarece X, este punct stationar, rezulta ca:
of .
—(x,)=0 pentru i=1n
axi( o) P
si relatia (7.10) devine
1 1
~flxo) = ZZ o ox, K00 X)) = Xop) + 200Xk =
af Xi — Xp; Xj X
(Xq) +o;>(x X — X
g PR ey S I
adica
1 2
f(x)—f(xo):E[(p(x)+(o(x)]|x—x0|| (7.12)
Notam cu
h = X0 (x), i=1n (7.13)
[x=x
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pentru orice X € V(X,), X # X,.

Fie h=(h,,...,h,) e

Observam ca
2 hi(x)=1 (7.14)
i=1

pentru orice X € V(X,), X # X, -

Forma patratica (6.7) se scrie:

n n 2

0%f
(p(h):zzax.ax. (%) hh, (7.15)
i“R

i=1 j=1

Daca ¢(h) este o forma patraticd definitd, inseamnad ca ea nu se
anuleaza in niciun punct he &', h= 0. De asemenea, ¢(h) fiind functie
continua, rezulta ca |(p(h)| este continua si conform teoremei lui

Weierstrass, aceasta functie isi atinge valoarea minima, m >0, in cel
putin un punct al sferei unitate data de (7.14).

Cum lim o(x) =0, putem spune ca exista o sfera centrata in X, de raza

X—Xg

suficient de mica (V *(x,) < V(x,)) astfel incat sa avem:
|o(x)| < m <|p(h) (7.16)

H *
pentru orice X € V *(X;), X # X, .

Rezultd ca in V*(x,) functia ¢+ o are acelasi semn cu functia ¢.
Astfel, obtinem urmatorul rezultat:

*) Dacda ¢(x)>0 = f(x)-f(x,)>0 = f(x)>f(x,) pentru orice
xeV*(x,), X#X, deci X, este punct de minim local

**) Dacd o(x)<0 = f(x)-f(x,)<0 = f(x)<f(x,) pentru orice
xeV™*(X,), X# X, deci X, este punct de maxim local
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Daca ¢(h) este o forma patratica indefinita, rezultd ca ea se anuleaza in

unele puncte held'. Altfel spus, aceastd forma patratica ia atat valori
strict negative, cat si valori strict pozitive in V(X,). Rezultd cad x, nu
poate fi punct de extrem local.

Exemplu:

Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f: E — &13 -

*) Determinam puntele stationare din sistemul determinat de:

y2 2
f(X,y,2)=X+-"——+—+—
4x y
A _o K _o o
OX oy o0z
y2
I S|
4x?
y z
2x y?
2z 2 _,
y z
si obtinem solutiile:
x =+ x, =—1
1_2 2
yi=1 si y,=-1
z, = z,=-1

— =0, adica

(7.17)

(7.18)

**) Verificdm daca aceste puncte stationare sunt puncte de extrem local
precizadnd semnul formei patratice ¢ cu ajutorul matricei:

o o %

ox2  oxoy 0xo0z
A_| O o &%

oyox oy? oyoz

ol AL A

dzox  ozoy  0z>
178
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+
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4 -2 0
AG ,1,1] -2 3 -2
0 -2 6

Determinantii principali sunt:

A=4>0
%::4 _1:8>0
-2 3
4 -2 0
Ay=|-2 3 -2=32>0
0 -2 6

1
Rezulta ca forma patratica ¢ este pozitiv definita, deci [5,1,1j este punct

de minim local al functiei f.

Pentru cel de al doilea punct avem:

-4 2 0
A(—l,—1,—1j =2 -3 2
2 0 2 -6
Determinantii principali sunt:
A,=-4<0
A2=_4 2‘=8>0
2 -3
-4 2 0
A;=12 -3 2|=-32<0
0 2 -6

1
Rezulta ca forma patratica ¢ este negativ definita, deci (_5’_1’_1j este

punct de maxim local al functiei f.
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6.8. Extreme conditionate

Sa consideram o functie f:E c &' — 1 si 0 submultime A < E definita
astfel:

A=ixeEF(x)=0,i=1k, k<n| (8.1)

Extremele functiei f care apartin multimi A se numesc extreme
conditionate sau extreme cu legaturi. Coordonatele acestor puncte sunt
legate intre ele prin cele k relatii.

Fi (X4, X500, X,) =0

(8.2)
F (X4, X5,...,X,) =0

Teorema urmatoare da conditii necesare de existenta a punctelor de
extrem conditionat.

Teorema:

Fie f:Ec ! > six, cE

Daca:

1) X, este punct de extrem local pentru f conditionat de relatiile (8.2)
2) functiile f,F,,....,F, € C'(V(x,))

3) Fi(x,)=0,i=1k

4) matricea functionala [S—F‘(xo)j ~are rangul egal cu k.
X i=1k
J 5!

=1n

Atunci exista kK numere reale A,,...,A, astfel incat sa avem:

of K, oF
—(Xg)+ ) A —(X,)=0
8X1( 0) ; |8X1( 0)

of S i
ox, X0+ 2 (X0) =0 ©.3)

of k. oF
- A —- =0
ox, (Xo)‘*‘; '8Xn (Xo)
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Demonstratie:
Avand in vedere conditia 4), presupunem ca determinantul functional

D(F,,....F,)

=0 8.4
D(X4,..., X, ) (84)

X=X

Daca tinem seama si de conditiile 2) si 3) putem spune ca sistemului (8.2)
ii putem aplica teorema functiilor implicite. Prin urmare, exista o

vecinatate V, & a punctului (Xy,...,Xp ) € si 0 vecintitate
U, = & a punctului (Xg.1,.-., X, ) € & astfel incat pentru orice punct
(Xyi1---sXp ) €Uy, sistemul (8.2) sa aiba solutie unica
X1 = 01(X1: X200 X))
X, = Xis1s Xpsorrr X
2 = 02 (X1, X2 n) (8.5)

X = O (Xip: Xiei20-5 X))
functiile ¢,,...,, avand derivate partiale continue pe vecinatatea
U, c & ~.

Scriem ca (8.5) verifica sistemul (8.2) pentru orice punct (X.,q,...,X,) €U, .
Fa( @1 (Xt X sy O (K X )s X005 X ) = 0

F2((P1(Xk+1""xn)""(pk(xk+1""xn );Xk+1""xn) = 0 (86)

Fe (@1 (X101 X0 ) s @ (X000 X )i X g0, X ) = 0

Diferentialele acestor functii sunt nule pe U,, in particular in punctul

(X0k+‘l""’X0n)'

a—F1d(p1 +...+%d(pk +6—F1dxk+1 +...+8—F1dxn =0

0X4 OXy X1 oX,,

@d% +...+@d(pk +£dxk+1 +...+@dxn =0

X4 OX Xy 41 X, (8.7)
ﬁd% +...+ﬁd(pk +ﬂdxk+1 +...+ﬁdxn =0

0X4 OX, OX 11 oX,,

Sa consideram in continuare functia compusa F : U, — I definita astfel:

F(XietseorXn) = T (Xt X Doos @ (Koo X ) Xiopre X)) (8.8)
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Putem spune ca daca f are in X, un extrem conditionat de (8.2), atunci
functia F are in (X, ,4,---sXg,) UN extrem obisnuit.

Intr-adevar, Xq; = @(Xoxs15-sXon ) -+ Xok = P (Xoksts+»Xon) i daca, de
exemplu, X, este punct de maxim conditionat pentru f, avem:
F(Xq Xg0eees X, ) < F(Xg1, X255 Xon )

pentru orice punct (X,,...,X,) care verifica (8.2) dintr-o vecinatate a lui
(Xgqse--»Xgn ) - Atunci, pentru (X,q,...,X,)€U,, luand valorile Xi,...,X,
date de (8.5), punctul (Xy,...,X,, X, q,---sX,) Verificd sistemul (8.2) asa

cum rezulta din (8.6), iar inegalitatea precedenta se scrie, tindnd seama
de (8.7).

F(Xio1r-00 X ) S F(Xgiats--s Xon )
deci (Xgy.1s---» X0 ) €Ste punct de maxim local pentru F.

in acest caz, diferentiala acestei functii in punctul (X, q,...,X,,) este
nula.

of of of of
dF =—~—d¢, +...+ —d ——dXy 4 +...+—dx, =0
ox, P4 ox, ¢ + X, k+1 ox. (8.9)

Tindnd seama de relatiile (8.7) si (8.9), pentru orice sistem de numere
M- A @vem egalitatea.

[ [
i-ﬁ- Ai— oF, do, +...+ ﬁ-ﬁ- kia—Fi do, +
x4 ox OX T 0%

of <, OF of <, oF
+ + ) A dX 4 +...+ + ) A—ldx, =
( 2% J - (xn 23,

X 3 K+

(8.10)

unde toate derivatele sunt calculate in punctul X, .

Vom alege numerele A,,...,A, n aga fel incat coeficientii diferentialelor
d(p1, ,do, sa se anuleze

x) Zk—(xo) 0

(8.11)

k

Z- (Xo) 0

8xk -

182

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

Acest lucru este posibil deoarece determinantul sistemului (8.11)
corespunzator necunoscutelor A, A,,...,A, este

D(F,,...,F,)
D(X45--e, X )

#0

X=X

Cu aceste valori A,,...,A, egalitatea (8.10) se scrie:

of  ~, OF of . oF
+ ) M —— [dXppq +ee | —+ > A, —|dx, =0 812
(c’ixk+1 ; axk+1j ! (a ) ; X, (8.12)

unde toate derivatele sunt calculate in X, .

Pentru ca aceasta egalitate sa aiba loc pentru orice valori dX,,,,...,dX
este necesar si suficient sa se anuleze coeficientii acestora, adica:

a (Xo)"'zk:}‘i ix (X0)=0

0 k+1 i=1 k+1

n?

(8.13)

of &, oF
— h—(Xy)=0
6Xn (X0)+; i 6Xn (XO)

Egalitatile (8.11) si (8.13) formeaza sistemul (8.3) care trebuia
demonstrat.

Observatie:

o]
Orice puncct X, €E care verifica sistemul (8.2) pentru care

oF
rang(a—'(xo)J =Kk si care verifica si sistemul (8.3) pentru anumite
X 7

J

=

=
=)

valori A,,...,A,, se numeste punct stationar al functiei f conditionat de
(8.2). Constantele A,,...,A, se numesc multiplicatorii lui Lagrange.
Acestea Tsi schimba valoarea odata cu punctul stationar X, .

Teorema demonstrata ne precizeaza ca orice punct de extrem
conditionat este punct stationar conditionat.

183

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

Este bine de retinut ca pentru determinarea punctelor de extrem pentru o
functe f:Ec' > (E - deschisa), feC?(E), conditionate de

sistemul (8.2) in care functiile F,,...,F, € CZ(E), se parcurg urmatoarele
etape:

1) Se formeaza functia ajutatoare
D(X gy Xy Aoy A ) = F(Xgynsy )+Zk (Xgyeees X (8.14)

cu coeficientii A,..., A, nedetermlnat,l.

2) Se formeaza sistemul de n+k ecuatii:
oD

—(Xpee s Xy Agy s Ay ) =0

ax1( 1 <)

oD

8—Xn(X1,...,Xn,7u1,...,7\,k)=0 (815)
F,(X45.X,)=0

F(X,...,%,)=0

cu ajutorul caruia se determina punctele stationare conditionate ale
functiei f, precum si valorile A,,...,A, corespunzétoare.

3) Dintre punctele stationare determinate, se selecteaza punctele de
extrem local ale functiei f conditionate de (8.2), folosind functia @ . Mai
intai se observa ca pentru un punct X, de extrem conditionat al functiei

f, avem F(x,)=0, i:1,_k. Prin urmare pentru orice X € E care verifica
conditiile (8.2) avem
f(x)—f(xq) = O(x) - D(X,) (8.16)

dupa cum rezulta din (8.14).

Studiul semnului diferentei f(x)—f(x,) pentru puncte X care verifica

(8.2) se reduce la studiul diferentei ®(x)—®d(X,) pentru asemenea
puncte.
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Daca punctul X, verifica sistemul (8.3) inseamna ca el este punct

D . o
stationar obisnuit pentru functia @, deci g—(xo) =0,i=1n.
X

Pe de alta parte, functia @ are derivate partiale de ordinul doi continue
intr-o vecinatate a lui X, . Prin urmare, putem scrie formula lui Taylor de

ordinul doi:

D)~ P(x;) =13

i=1 j

-(x )i ol L ~a(X)x = Xo|* (8.17)
ZQ °nx—muu x| 2 °

unde lim o(x)=o(X,) =

X—Xq

Semnul diferentei ®(x)—®d(X,) este dat de semnul formei patratice:

azqn X Xoi Xj = Xo;
@(x) = ZZ o ’ (8.18)
2 2 owox, O] Tl
Exemplu:
Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f : &2 -
f(x,y) = cos® x + cos’ y (8.19)

care verifica conditia
y—X= % (8.20)
*) Formam functia ajutatoare

(D(x,y,k)=coszx+coszy+7{y—x—§J (8.21)

**) Determinam punctele stationare ale acestei functii din sistemul
oP

=0
gx —2cosxsinx—A =0
aij:o adics {—2cosysiny + 1 =0 (8.22)
y L
. T
-X=— 4
==y

Prin adunarea primelor doua relatii din (8.22) obtinem
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sin2x +sin2y =0

T (8.23)
—X=—
y 4
Acest sistem admite o infinitate de solutii
n Kn
Xk = —g + ?
cuke A (8.24)
8 2

Functia @ admite o infinitate de puncte stationare.

“**) Verificam daca punctul (Xo,yo)z( j este punct de extrem al

_rr
8'8
functiei @ .

Pentru acest punct, din sistemul (8.22) se deduce valaorea

) . V2
corespunzatoare a constantei A, anume A, = >

Ramane sa precizam semnul formei patratice definita de functia:
2
®(x,y) = cos® X + cos® y+§(y—x—gj (8.23)

tindnd seama de faptul ca cele doua variabile X si y sunt legate prin
relatia

T
—x=- 8.24
y 4 (8.24)

Prin eliminarea variabilei y intre (8.23) si (8.24) obtinem:

®(x)=cos’® X + cosz(x + %)

(8.25)
o*d .
5~ = —2C082X + 2sin2X
OX
2
)]
Deoarece 0 > _I :—2\/§< 0, deducem ca —E,E este punct de
oX 8 88
maxim local pentru functia f conditionat de relatia (8.20).

8]
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6.9. Exercitii rezolvate

1) Sa se calculeze derivatele partiale de ordinum | si Il pentru functia
h:E c & — I definits prin:

h(x,y)=g[xsiny,x2 +y2] (9.1)
unde g e C*(Dg)

Se observa ca h este o functie compusa de forma
h(x,y) = glf(x.y).f,(x.y)]
unde f,(x,y)=xsiny si f,(X,y) = x> +y°.

Conform formulei (3.15) de derivare a functiilor compuse, avem:

a—h:@@+§%:sinya—g+2xa—g
ox of, ox of, ox of, of,
a—h:@@+@%:xcosy@+2y@
oy of 0y of, oy of, of,

Pentru calculul derivatelor partiale de ordinul Il, apelam tot la formula
(3.15) si tinem seama de faptul ca functiile %91] Si ;—i depinde de X si y
la fel ca functia g, adica prin f,(X,y) si f,(X,y).

2—32 = ;ﬁx{sinygf—?+2x§f—ﬂ = sinya—ax[%?}+ sf—i+

2 2
+2xi 9 =siny 0 g%+ 0’g %y +2§+
ox |\ of. of,” ox  of,of, Ox of,

2

2 2 2 2
+2X 9 @+6%% =siny sinyag+2x o +
of.of, ox  of," ox of

2 2
+28—g++2x siny ot +2xag
of, of,of, of,

Deci obtinem:
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2 2 2 2
8—2 = sin’ ya—g+4xsinya—f+4xza—g+ 22
aX 81:1 112 2

La fel calculam:

2
% 0 {xcosy8—9+2y@}_—xsiny8—9+xcosy a(&g}z&g
oy oy of, of of, oy\ of of,

1

2
+2y = 099 _—xsinya—g+xcosy 0 gaf1+ o°g o 129,
oy\ of, of, of,2 oy ofy o, 5y of

2 2 2 ’
+2y g o9 gaf —xsinya—g+XCOSy XCOSY@_?“LZV 3.
o of, oy of,2 Oy ofy of” O

a9 d%g aZg
+2—=+2y| xcos +2y—=
o y{ yaf o y

2 10T, 2

Deci obtinem:
2 2

2 2
ﬂz—xsiny@+26—g+x2 cos? ya—g+4xycosy g +4y? o9

dy? of, o, of, of of, of,2

Pentru derivata partiala mixta de ordinul Il obtinem:

2
oh_9 8g+2y@ =COSya—g+xcosya Q9 +2yﬁ 8_g
X3y  Ox of, of, of, ox\ of, oX
2 2 2
=Cosya—g+xcosy @@+a_g% Loy 09 0 gaf
of of,2 0x  of,0f, ox oty ox of,2 ox

1

{xcosy

2 2
=cosya—g+xcosy siny@+2x o9 +2y| siny o’y +2xa g
of of.2 of,of of,of

1 1 2% 12 afz
Prin urmare,
2 2 2 2
o’h :cosya—g+xsinycosya—?+4xy6—§2]+2(x2 cosy+ysiny) o9
OXoy of, of, 5 101,

2) S se arate ca functia h:E < & — R definité prin:
X
h(x,y) = —[f<y>+ g[lﬂ 9.2)
y X
unde f e C*(Df) si g e C*(Dg), verificd ecuatia cu derivate partiale:
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2 2
x26—2+xy oh —ya—h:O (9.3)
oX oxoy oy

Calculam mai intai derivatele partiale de ordinul I.

@—ik(ﬂyng(%m ~L+g)+2g(- ] -L+0)- Lo

X ox y y
p e LT )| R RN (R R e TR e
oy oyLy X y y X y y |y

!

Calculam derivatele partiale de ordinul Il avand in vedere ca f' si g
depind de x si y la fel ca functiile f si g

o°h o1 1,1,yj1,1,,(y)y,,
—:——f —_—— = — —_—— _— _—— —_—— =
e 6x[y( +9) Xg} g( 2 +X29 9 5 59

y X X
o*h _a|_x Xer 1 1 x(yjm
==|-=5(f+g)+=f'+-d |=——(Ff+9)-=d| -= |+-f'+
0y ax[ yz( 9) y yg} yz( 9) yzg )y
+1g"(—12)=—%(f+g)+ig'+1f’—izg"
y X y Xy 'y X
Verificam ecuatia (9.3)
le?’g”+xy —iz(f+g)+ig'+1f'—izg” -y —%(f+g)+5f'+ig’ =0
X y Xy 'y X y y |y

y

Lgr-X(f +g)+g’+xf’—y
X y

L +X(f+g)-xf'—g'=0
X~y

Adevarat

3) Pentru functia f: & — I8
f(x,y) = xcosy +ysinx 9.4)

s& se calculeze diferentialele df si d°f.

Conform formulelor (2.19) si (4.1), in cazul de fata putem scrie:

df = {@dx+gdy f= ﬂdx +ﬁdy =(cosy +ycosx)dx +(—xsiny + sinx)dy
OX oy oX oy

2 2 2 2
621 = [ngJr@dY} =20 +2-2 L axdy + &5 (dy)* -
ox oy ox oxoy oy

= —ysinx(dx)’ + 2(-siny + cos x)dxdy — x cos y(dy)?
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4) Pentru functia h:E c &’ — I definita prin:
h(x,y,z) = g[xyz,x2 +y*+ 322] (9.5)
unde g e C*(Dg), s se calculeze dh si d*h.

Observam ca h este o functie compusa de forma
h(x,y,2) = glfi(x.y,2),F,(x,2)]
unde f,(X,y,z) = xyz si f,(x,y,z) = x> +y* +32>.

*) Calculam diferentiala de primul ordin

0 0 g ag
dh =|—df, + —df, [g=—df, + —df 9.6
B s 2}9 of e, (9.6)
Dar
df, = I dx+ng+gdZ}f o dx+af dy+af dz =
| Ox oy 0 OX oy oz
= yzdx + xzdy + xydz , . . (9.7)
df2=[@dx+@dy+adz}f —2dx+—2dy+—2dz=
ox oy o oz % oy 0z
= 2xdx + 2ydy + 6zdz
Tnlocuind (9.7) in (9.6) obtinem:
dh = a—g(yzdx + xzdy + xydz) + a—g(2xdx +2ydy + 6zdz)
of, of,
Astfel obtinem:
dh = yzag 2x 9 dx + xzag +2y— % dy +
of, of of, of,
(9.8)
+ (xy@ + GZQJdZ
of, o

**) Calculam diferentiala de ordinul Il apeland la formula (4.9)

2
oh = [aifdﬂ +afidf2} g+ {%dzﬁ +afid2f2}g
1 2 1

2

Obtinem:
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2 2
d%:%(dﬁ)z +2afa$ df1df2+ (df )? agd f, + sfg d*f, (9.9)
1 1012 2

Avem de calculat diferentialele d*f, si d*f,.

2 2 2
0%f 0%f
a2, =| Ldx+Zdy + 2 dz| f, = 20 (dx)? + 21 (dy)? +
| L’ﬁx y+—dz| f, 8x2( ) ayz(y)

oy
62 f, a f o%f 0%
dz Ldxdy + 2—"dxdz +2—dydz =
pe Ol oy YT ez ayez ) (9.10)
= 22dxdy + 2ydxdz + 2xdydz

2
d?f, =| Ldx+Zdy+2dz | f, = 2(dx)? + 2(dy)? + 6(dz)>?
o= | Zaxs Says Sz 1, ~200x0" 20y +o(c)

Prin Tnlocuirea lui (9.7) si (9.10) in (9.9), obtinem:
d’h = @[yzdx +xzdy + xydz]” + 2 o’g
of 2 of, of

1 12

[yzdx + xzdy + xydz][2xdx + 2ydy

+6zdz] + oy [2xdx +2ydy + 6zdz]” + [22dxdy +2ydxdz + 2xdxdz] +
2 1

+§f—92[2(dx)2 +2(dy)* +6(d2)’]

Astfel obtinem:

2 2
d*h=|y?z ;g+4xyz g +4x28—g+2%}(dx)2+

1 12 2 2

B 2 2 2
+| x2z2 %-‘r 4xyz%+ 4y? %+ 2%}(@)2 +
L 1 1772 2 2
i 2 2 2
+| x%y? ;_ng 12xyz%+ 3622 %-‘r 6%}@2)2 +
L 1 ™72 2 2
2 2
+ 2xy222f—g+2(2y22+2x22)8?§ +8xy g+225g}dxdy+
1 ™12 2 1
i 2 2
+ 2xy228—g+2(6yz2 +2x2y) == g +24xza 9 S +2y > 9 |ixdz +
L of ofiof of,’ o,
i 2 2
+ 2x2yza—§’+2(6xz2 +2xy?) g +24yz@+2x %9 dydz
i o, 10T of,” of;
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5) Pentru functia z:E & - &g, data implicit de ecuatia:
xyz+|n(xyz)—1=0 (9.11)

sa se calculeze dz si d’z.

*)ydz = idx+£dy z=§dx+a—zdy
oX oy

oX oy

z z

Pentru calculul derivatelor partiale 2— Si 2— trebuie sa apelam la
X Yy

teorema functiilor implicite. in cazul nostru, ecuatia (9.11). o putem scrie

F(x,y,z) =0, iar prin diferentiere avem:

oF oF oF

—dx+—dy+—dz =0, adica

OX oy 0z

(yz + 1jdx + (xz + 1jdy + [xy + 1jdz =0
X y z

Cu precizarea ca pe domeniul pe care lucram trebuie sa avem indeplinita

conditia Xy+1 # 0, putem explicita diferentiala dz.
z

dz=—Zdx—Z2dy (9.12)
X y
oz_ z
Prin urmare ox X 9.13
oz z (9.13)
oy y
z z
dZ=—;dX—§dy (914)

2 2 2 2
) d2z = | Ldx+ O dy | 2= 2Z(dx)? + 2.9°Z dxdy + ZZ(dy)?
ox oy ox? OX0y oy?

Calculam derivatele partiale de ordinul Il folosind relatiile (9.13)

oz
o’z 8(_5j__£_£

ox2 ozl x x2 X2
0z _of z| _1oz_z
oxoy ox\ 'y y OX Xy
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2z _,
dz_of z2) Ty " 22
oy? oyl y y? y?
Prin urmare,
2z ., 2z 2z P
d?z = == (dx)” + == dxdy + —(d
22 0 + 2 gncy + 2 o)

(9.15)

6) Sa se arate ca functia z: E & — &g, data implicit de ecuatia:

(y+2z)sinz—y(x+2z)=0

verifica ecuatia cu derivate partiale:
. _0z 0z
zsinz—-y*—=0
oX oy

(9.16)

(9.17)

. . oz . o0z . .
Pentru calculul derivatelor partiale 8_ si —, folosim teorema functiilor

X oy
implicite, deci diferentiem functia din (9.16),
F(x,y,z)=(y+2z)sinz-y(x+2z)
a—Fdx+a—|:dy+idz =0.
oX oy 0z

—ydx+(sinz—x—z)dy+[(y+z)cosz+sinz—y]dz =0

Pentru (y +z)cosz+sinz—y = 0, obtinem:
y X+2zZ-sinz

_ dx +
(y+z)cosz+sinz-y

dz =

De aici deducem:
oz _ y
ox (y+z)cosz+sinz-y

oz _ X+2z-sinz
oy (y+z)cosz+sinz-y

(y+z)cosz+sinz-y

(9.18)

Introducand (9.18) in (9.17) se observa cu usurinta ca ecuatia este

verificata.
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7) Pentru functia f : (—1,+00) > 18, f(x)=In(1+x), sa se scrie formula lui
Taylor cu restul Lagrange, in vecinatatea punctului x, =0.

Conform relatiei (5.10), in cazul de fata, formula lui Taylor cu restul lui
Lagrange este:

f(x):f(O)erx+mx2 ot
1 2!
(n) (n+1)
L F(0) o T7(OX) nis

n! (n+1)!

, 8€(0,) (9.19)

Prin inductie, pentru derivate de un ordin k oarecare a functiei
f(x)=In(1+x), se obtine:

K (y) — k-1 (k _ 1) !
f(x)=(-1) oy (9.20)
deci avem
f90)=(-1)"(k-1)! (9.21)

Formula lui Taylor (9.19) se scrie:

2 3 n n+1
IN(+x) = x= X4 X4 (e X g —]
2 3 n

1 X
(1+06x)""'n+1

(9.22)

8) Pentru functia f: & — 18, f(x,y) =e*siny, s& se scrie primii termeni
ai formulei Taylor pana la cei de gradul lll inclusiv, Tn vecinatatea
punctului (0,0) e &

Daca avem in vedere formula(5.17), pentru cazul de fata, putem scrie:

2
10,,0 110,,0
f(x,y)=f(0,0)+-| =x+-y[f(00)+-| Zx+->y| f(0,0)+
(xy)="( )+1!{8xx+6yy}( )+2![axx+ayy}( )

3
1] 0 0
+§[5_XX +5y} f(0,0) +R;(x,y)

Prin urmare, primii termeni ai formulei lui Taylor sunt
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fxy) = 00)+ | L 00+ L 00y [+
1| ox oy
1] o%f o°f o0°f
+—| =—(0,0)x* +2 0,0)xy + —(0,0)y?
{Xz( W2 00y + )y}

211 0
(9.23)
1| o°f o°f

+—| —=(0,0)x® + 3———(0,0)x%y +
3!{6x3( ) 8x28y( Xy

1322 0opy? + 2 00? |+R.(x.y)
oxoy? oy* s

Dupa ce calculam toate derivatele partiale de care avem nevoie, obtinem

e*siny = y+xy+%(3x2y—y3)+R3(x,y) (9.24)

9) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei z:E ¥ok
definita implicit de ecuatia
2X° +y? + 27 —2yz—2XZ - 2xy +

(9.25)
+2X+2y+22-3=0
*) Determinam punctele stationare ale functiei z(x,y) din sistemul:
X
(9.26)
Z_y
oy

Expresiile acestor derivate le obtinem cu ajutorul teoremei functiilor
implicite.

Diferentiem (9.25)
(4x -2z -2y +2)dx +(2y —2z—2x+2)dy + (22— 2y —2x +2)dz =0

Pentru z—y —x+1%0, obtinem

=2x—z—y+1dx+y—z—x+1
X+y—-z-1 X+y—-z-1

dz dy
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0z _2X-z-y+1
oxX XxX+y-z-1

9.27
0z _y-z-x+1 (:27)
oy x+y-z-1

Din conditiile (9.26) obtinem:
2x-z-y+1=0 X=2z-2 9.28
y-z-x+1=0 y=3z-3 (9:28)

Tindnd seama si de ecuatia (9.25) obtinem doua puncte stationare pentru
functia z.

X ntru z, =2
pentru
3 !

Yi=
X, =0

pentru z, =1
y,=0

**) Verificam daca aceste puncte stationare sunt puncte de extrem local.

iz o2
2
Folosim matricea A = 6)2( 8x26y
0z oz
oyox  oy?
si obtinem
1 1) A =10
A(2,3,2) = 2
( ) 11 A, =1>O
2 2 2

deci (X4,Y,)=(2,3) este punct de minim local.

1 1Y) oA =-1<0

AOOD=| 4 H1 1
24

L
2 2

deci (X,,Y,)=(0,0) este punct de maxim local.
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10) Sa se determine punctele de extrem local ale functiei f : oK.

f(X,y,2) =Xy +Xxz+yz (9.29)
in domeniul X,y,z >0, care verifica conditia
xyz =1 (9.30)
*) Formam functia ajutatoare
D(X,Y,2) =Xy +XZ+Yyz+ A(Xyz—1) (9.31)
pentru care determinam punctele stationare folosind sistemul:
oD
= -0
ox y+z+iyz=0
oD
—=0 |x+z+Aixz=0
oy adica (9.32)
X+y+Axy=0
82 =0 1
0z xyz=
xyz =1

Sistemul (9.32) are solutia x=1, y=1, z=1 pentru A =-2.

**) Verificdm daca (11,1) este punct de extrem local al functiei @ .

Avand in vedere relatia de legatura xyz =1, functia ® o privim ca functie
de doua variabile, de exemplu

CD(y,z)=%+%+yz

Folosim matricea

’’D D 2
Aol O ayoz|_|y®
R R ;. 2
ozoy  0z° z°
atunci
2 1\ A,=2>0
A() = 1747
1 2 A,=3>0

Deci punctul (11,1) € & este punct de minim local (simplu) pentru functia
® sau punct de minim local conditionat pentru functia f.
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CAPITOLUL Vi

SIRURI SI SERII DE FUNCTII

7.1. Convergenta simpla si convergenta uniforma a sirurilor
de functii

Notiunea de sir poate fi extinsa de la sirurile numerice sau sirurile de
vectori din 1", la siruri de functii. Vom considera multimea

@Z:{fk|fk:Ec&z" %&m,keﬁa}

Daca definim o corespondenta intre numerele naturale k € {3 si functiile
f, € #, putem spune ca am definit sirul de functii notat prescurtat

(Fen -

Definitie:

Spunem ca sirul de functii (fk) este convergent in punctul

keN
X, € E, daca sirul de vectori din ", (fk(xo))keN este convergent.

(x, se numeste punct de convergenta al sirului).

Multimea A c E formata din toate punctele de convergenta ale sirului de
functii, se numeste multime de convergenta a sirului.

Definitie:
Functia f:Acl > " cu proprietatea %imfk(x) =f(x)

pentru x € A, se numeste functie limita a sirului si se foloseste
notatia f, — f (pentru k — ) sau me“ =f.

Pentru sirurile de functii putem defini o convergenta simpla (punctuala)
pentru fiecare punct x € A luat separat, precum si o convergenta
uniforma (globala) referitoare la ansamblul punctelor x € A .
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Definitie:

Spunem ca sirul de functii (f,)

..y converge simplu pe

multimea A catre functia f si notam

(Ffooy F (1.1)
daca pentru orice ¢ >0 si orice x € A, exista un rang N(e,x) astfel

incat pentru orice k > N(e,x) sa avem |f, (x) - f(x)| <.

Definitie:
Spunem cé sirul de functii (f,)_, converge uniform pe

multimea A catre functia f si notam

(fk )keN X)f (1.2)
daca pentru orice € >0 exista un rang N(g) astfel incat pentru orice
k > N(e) siorice x € A, s& avem |f, (x)-f(x)|<e.

Observatii:

1) Din definitiile date, observam ca in cazul convergentei uniforme, rangul
N(g) depinde numai de alegerea lui ¢, de functia f si multimea A, fiind
acelasi pentru orice x € A..

in particular, pentru un sir de functii (f,),_, f,:IckR—>¥&, (f )keN:)f

graficele functiilor f, pentru orice k> N(g), apartin unui domeniu din
plan cuprins intre graficele functiilor f —¢ si f +¢& pentru orice x 1.

y | o |
— T — 1By
| |

G | |
| Gy
| |
| |
- —
|rf T o——— __d—d”'!Gf—s
Q | |
X
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2) Orice sir (fk)keN uniform convergent catre f pe multimea A este si

simplu conevrgent catre f pe aceasta multime. in general, reciproca nu
este adevarata.

In continuare, vom da doua criterii de convergenta pentru sgirurile de
functii:

Criteriul lui Cauchy
Fie sirul (f, )., f:Ec > si f:EcCY >, AcE
(multimea de convergenta).

Sirul de functii (f, )

S
L..x —1 daca si numai daca pentru orice € >0 exista
A

un rang N(g) astfel incat pentru orice k,p>N(g) si orice xe A sa

avem [f, (x) - f,(x)| <&.

Demonstratie:

s (def)
“=" Din (fk)keN:)f = pentru (V) €>0 (3) N(e) astfel incat pentru
(V) k>N(e) si (V) xe A saavem

[f () =100 < 2 (1.3)

Pentru p > N(e) si (V) x € A putem scrie o conditie asemanatoare

£, (0~ £ <§ (1.4)

Folosim (1.3), (1.4) si calculam

£ () = £, (0] < | () = £ + [f ()~ £, ()] < % + % _e

pentru orice k,p> N(¢) si (V) xeA.

“«” Conform conditiei ka(x) —fp(x)H < ¢ pentru orice k,p > N(e) si (V)

m

x € A putem spune ca sirul de vectori din ", (f (x)),, €ste un sir
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Cauchy, deci convergent. Prin urmare, putem determina o functie
f:AclY - " astfel incat %im f, (x) =f(x) pentru orice x € A.

Deocamdata putem afirma ca

() —F (1.5)

Fie un p > N(¢g). Din (1.5) avem:

p

(£ -£,),_ > -1, (1.6)

Cum pentru orice k,p>N(g) si orice x e A avem ka(x)—fp(x)u<s,

prin trecere la limita avem
[feo-f,x)|<e (v) xeA (1.7)

Cum p>N(e) a fost arbitrar ales, conform definitiei, putem trage

u

—f

concluzia c& (f, ), .y K

Criteriul comparatiei
Fie sirul (fk)k
pozitive (ak)

o ffEc - " precum si un sir de numere

keN *

Daca:

1) llim a, =0

2) [f.(x)—f(x)|<a, (V) xeAsi(V) keN
Atunci (fk)keN—}f.

(def)

Din lima, =0 = pentru (V) €¢>0 (3) N(¢) astfel incat pentru (V)

k—ow

k > N(e) avem a, <g.

Atunci putem scrie [f, (x)-f(x)|<a, <& pentru (V) k>N(e) si (V)

x € A. Rezulta (f,), _, —i)f :
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Proprietati ale functiilor sirului (f,)
sunt date de urmatoarele teoreme:

L.y care se transmit functiei limita f

Teorema 1

Fie sirul (f, )., f.f:Ec& ", AcE multimea de
convergenta.
Daca:

1) (fk )keN :)f

2) f, sunt continuein x, €A (ke N)

Atunci: f este continua in x,.

Demonstratie:
u (def)

Din (fk)keN:)f = pentru (V) €¢>0 (3) N(e) astfel incat pentru (V)
k>N(e) si (V) xe A avem

I, () = £ ()| <§ (1.8)

In particular, pentru X, €A avem:

I, (xg) = £x,)| <§ (1.9)

(def)
Din f, continua in x, = pentru (V) €>0 (3) d(¢) astfel incat pentru

(V) xeA, [x—x,]| <8, avem

I, (%) = £, (x,)| <§ (1.10)

Folosind aceste trei inegalitati, deducem ca pentru x e A, [x —x,|| <8,

avem
IFO) = o ) < [IFOx) = fi G + 1fic ) = fi (0 N + fic (%o ) = F(x0 )] <

€

<Z+Z+Z=¢
3

£LE
3 3

deci f este continua in x,.
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Observatie:

Aceasta proprietate ne araté c& daca (f, ),y :>f, atunci in orice punct

X, €A in care toate functile f, sunt continue, are loc relatia de

permutabilitate a limitelor

lim lim f, (x) = lim lim f_(x)
k—o k—0 X—Xq

X—Xg k—

Teorema 2
Fie sirul (f, )., f.T: IcR—> K.

Daca:
1 ) (fk )keN —I)f

2) f, continuepe I, ke N
Atunci: pentru orice interval [a,B]c I are loc egalitatea

B B
lim [, ()dx =[f(x)dx (1.12)

Observatie:

Aceasta proprietate ne arata ca putem calcula aproximativ integrala pe
[oc,B] a functiei limitd f, calculand integrala functiei f, care reprezinta o

aproximatie a functiei f. Conditia esentiala este ca sirul (fk)kEN sa
convearga uniform catre f .

Egalitatea (1.12) se mai scrie:

j[!mfk(x)}ix = I(Im'?fk(x)dx

o

Demonstratie:
Din f, continue pe I, rezulta, conform primei proprietati, ca f este
continua pe I, deci integrabila pe 1.
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Din (fk)keN—I>f, conform definitiei, putem spune ca pentru orice £>0

(3) unrang N(e) astfel incat pentru orice k > N(¢) si orice x eI avem

£, (%) — £ (x)] < —

B-—a

(1.14)

Calculam:

B B
j . (x)dx —jf(x)dx

B
[ 50 = F00kdx

B B
sj|fk(x)—f(x)|dx< Bfajdx = ¢

pentru orice x €1 siorice k > N_. Rezulta ca:

B B
lim jfk(x)dx = j f(x)dx

Consecinta:

Daca notam
F (x)= j-fk(t)dt si F(x) = j-f(t)dt
unde xox,O x € [a,B], atunci :vem:
(.00 2, FCO (1.15)

Se reia demonstratia teoremei inlocuind pe o cu x, si pe B cu x. Se
obtine [F, (x) - F(x)| <& pentru k > N(e) si (V) x e[a,p].

Teorema 3
Fie sirul (f, ) _, . IcR—>&.
Daca:
a) f, sunt derivabile cu f, continue pe I

b) pentru x, €1 sirul (fk(xo)) convergent

keN
C) (fli )keN _l)g

Atunci:
a) (fk)keN _I)f
b) f este derivabilape I si f'=g pe I.
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Observatie:

Aceasta teorema ne spune ca in conditiile impuse, avem:
(klim ) =limf,
—0 k—0

Demonstratie:

Avem f, (x)= Ifk'(t)dt+fk(xo) cu x,,x el si prima afirmatie rezultd din
Xo

consecinta teoremei precedente. Tot de acolo rezultd ca

f(x) = Ig(t)dt +f(x,), deci f este derivabila si f =g.

X0

7.2. Aproximarea uniforma a functiilor continue

In unele cazuri se pune problema aproximarii (uniforme) a unei functii cu
altele apartindnd unei multimi mai restranse de functii.
Un exemplu este dat de:

Teorema lui Weierstrass
Orice functie f continua pe un interval compact I = [a,b]c K este

limita uniforma pe I a unui sir de polinoame (Pk)keN, adica exista un sir
de polinoame care converge uniform pe 1 catre f.

(Pk )keN —l) f

Observatie:

a) Teorema afirma doar ca pentru o functie continua exista un gir de
polinoame uniform convergent catre f, dar nu ne da un procedeu de
calcul pentru aceste polinoame.

b) Pentru o functie f continua pe 1 se pot determina mai multe siruri de
polinoame care sa convearga uniform catre f .
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Polinoamele lui Bernstein formeaz& doar unul din aceste siruri. in cele
ce urmeaza vom arata cum se construiesc aceste polinoame.

Consideram cazul [a,b]=[0,1].
Pentru fiecare k € N, fie polinomul

P!(x) = Zk:f(EjCﬁ(l —x)k™ (2.1)

Observam ca pentru orice k € N avem egalitatea

k
D Cix"(1-x)<" =1 (2.3)
n=0

care se obtine aplicand formula binomului lui Newton pentru [x +(1-x)] ¥

Atunci, putem stabili egalitatea

k
ZnCﬂx“(l—X)k"“ =kx (2.4)

Tntr-adevér avem

ZC XP(1=x)<"" =1 sau

k 1
D kxC{_x?(1-x)" =kx (prin inmultire cu kx )
p=0

Punand n=p+1 siavand in vedere c& kC} | =nC}, rezulta (2.4).

De asemenea, avem si egalitatea

Zk:n(n—l)Cl':x"(l—x)k_" =k(k-1)x’ (2.5)

n=0

Tnmultim (2.3) cu k?x?, (2.4) cu — (2kx — 1) si adunam rezultatele cu (2.5).
Obtinem:

Zk:(n ~kx)’Cx"(1-x)*" =kx(1-x) (2.6)

n=0
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Deoarece kx(1-x)>0 pentru orice x €[0,1], acesta functie avand un

1
maxim pentru x =5, deducem:

Zk:(n—kxfCEx“(l—x)k_“ g% (2.7)

n=0

inmultim (2.3) cu f(x) si apoi scadem (2.1) din rezultatul obtinut.

f(x)— P! (x) = i[f(x)—f&ﬂqx“(l—x)k—“ (2.8)

Deoarece C'x"(1-x)*™ >0 pentru x €[0,1], avem

f(x)-P(x)<)]

K n
2 f(x)— f(Ej

Cix"(1—-x)<™" (2.9)

Pe de alta parte, functia f fiind uniform continua pe [0,1], pentru orice

e >0 existd un 8, >0 astfel incat |f(x")—f(x")| < x'—x" <8

e

De asemenea, f fiind functie continua pe compactul [0,1] este si
marginitd pe acest interval, deci existd un numar M >0 astfel incat
[f(x)| <M pentru orice x €[0,1].

Sa consideram o valoare fixa, dar arbitrara a lui x in [0,1].

Daca S este suma din inegalitatea (2.9), fie descompunerea S=S, +8,
unde S, este suma termenilor corespunzatori valorilor lui n pentru care

x—% <9, ,iar S, este suma celorlalti termeni. Avem
k
Z CIx"(1-x)" =% (V) keN.
=2 2
n . (n—kx)? o
Deoarece f(x)—f(E) <2M iar Wz‘l si tindnd seama de (2.7),
rezulté
(n kX) nyn k-n - M
< 2MC x"(1-x = XN(1-x
S, Z x"(1-x) 2 (1-x)<" <22
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M
Notand k, =——, avem
€0

&€

S, <§ pentru k >k, .

Deci, putem spune ca pentru k >k, avem

S:SI+SZ<§+%:8,adicé F0)-Py(x)] <& () xefol].

deci sirul de polinoame (P:LN of

In cazul unui interval oarecare [a,b], se face schimbarea de variabila
x=a+(b—a)y cu ye|0,] (2.10)
Functia g(y)=f(a+(b—a)y) este continua pe [0,1], deci sirul de

u
polinoame (Pk )keN [0—1>] g

Notand
X—a
Pk(x):Pk(b j (2.11)

u

rezultd ca (P, ),y —
[a.b]

7.3. Convergenta simpla siconvergenta uniforma a unei serii
de functii

Pornind de la sirul de functi (f)_, cu f,:Ec& =", putem

0
considera seria de functii ka formata cu ajutorul termenilor sirului. De
k=1

n
asemenea vom considera sumele partiale s. = » f, (n e N), deci pentru
3 n k
k=1

fiecare n € N vom obtine o functie:

s, Eci Y >" cu sn(x)=2fk(x), xeE.
k=1
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Definitie:
Seria de functii ka este convergenta intr-un punct x, €E,
k=1
daca sirul sumelor partiale (sn )neN este un sir de functii convergent

in xo. In acest caz, spunem ci x, este punct de convergenti al seriei.
Multimea A c E formata din toate punctele de convergenta a

seriei ka se numeste multimea de convergenta a seriei de functii.
k=1

Definitie:

Seria de functii ka este absolut convergenta in x,cE, daca
k=1

seria de vectori din ", ka (x,) este absolut convergenta.
k=1

Ca si in cazul girurilor de functii, in cazul unei serii de functii
putem defini notiunile de convergenta simpla (punctuald) si convergenta
uniforma (globala).

Fie seria » f, cu f :Eci¥ - ", functia f:Eci¥ > " si
k=1
A c E multimea de convergenta a seriei.

Definitie:

Seria de functii ka converge simplu (uniform) pe multimea
k=1

A cétre functia f (notam ) f, L‘z)f) daca sirul sumelor partiale
k=1

(sn)neN converge simplu (uniform) pe multimea A catre f.

Functia f se numeste suma seriei de functii pe multimea A si notam

S, =f
k=1

Fie seria de functii
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o0

DR SRS AP A (3.1)

k=n+1

0
numita restul de ordinul n al seriei ka. Daca aceasta serie este
k=1

convergenta pe multimea A, vom nota cu R, suma sa. Astfel obtinem
functia R, tAcEcid - " cu

R (x)= ifk(x), XxeA

k=n+1
Propozitia 1
Seria ka%)f daca si numai daca restul sau de orice rang
k=1

n, > f—4

Demonstratie:

o0 m o0

Pentru seria Y _f, , fie suma partiald s, = Y f, , iar pentru seria > _f, ,
k=1 k=1 k=n+1

1’1+p

fie suma partiald o, = > f, .

k=n+1

Intre aceste sume partiale putem scrie relatia:
Sn+p = Sn + Gp (3.2)

Din aceasta egalitate deducem ca sirul de functii (sn+p )peN %) daca si

numai dac sirul (o) —
p peN A

Altfel spus, seria ka —® 5 daca si numai dac seria ka VRN
A A

k=1 k=n+1
Din demonstratie rezultd ca, daca un singur rest converge simplu

(uniform) pe A, atunci seria ka%). In aceastd situatie, putem

k=1
afirma ca orice rest converge simplu (uniform) pe A .
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0
Daca notam cu f suma seriei ka si cu R suma resturilor de ordinul
k=1

0
n, ka atunci avem relatia:

k=n+1

f=s +R, (3.3)

Propozitia 2

Seria Y f, —“»f dacd si numai dacd sirul resturilor
A
k=1

(Rn )neN %) O

Demonstratie:
Din egalitatea (3.3) avem:

R =f-s, (3.4)

“=" Conform definitiei, > f, —“>f = sirul (Sn)neN%f = sirul
A
k=1

_ s(u) : s(u)
(5, = F)uoy =20 = sirul (R,),, —*—0

“«<” Demonstratia foloseste tot egalitatea (3.4).

Avand in vedere faptul ca convergenta uniforma a unei serii de functii
implica convergenta simpla, vom da doua criterii de convergenta
uniforma.

Criteriul lui Cauchy

Seria de functii ka —:> daca si numai daca pentru orice € >0
k=1
exista un rang N(g) astfel incat pentru orice k > N(g), orice p=>1

(pe N) siorice xe A avem ‘ka(X) H () + (X)H <Eg.

Demonstratia: rezulta din criteriul lui Cauchy aplicat sirului sumelor
partiale deoarece:

fk+1 (X)+"'+fk+p(x) = Sk+p (X)_Sk (X) (35)
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Criteriul lui Weierstrass

o0 o0
Fie seria Y f, cu f, :Ec® —> " si seria numerica > a, cu
k=l P
a, el

Daca:

a) ) a, este convergenta
k=1

b) |f.(x)|<a, pentru (V) keN si (V) xeAcE.

0
Atunci: seria ka converge uniform pe multimea A .
k=1

Demonstratie:

Din Zak convergenta = pentru (V) €>0 (3) un rang N(g) astfel
k=1

incat pentru (V) k> N(e) si (V) p=1 (peN) avem
A T, t.ta,, <€ (3.6)

Putem scrie ca
||fk+1(X) e (X)+.+ fk+p(X)|| < fieaa O+ s O + ..+ ||fk+p (X)” <

<@y,q 8y, o8y, <E

pentru (V) k>N(e), (V) p=1 (peN)si (V) xeA.

0

Rezulta, conform criteriului Cauchy ca seria ka converge uniform pe
k=1

multimea A .

Ca si in cazul sirurilor de functii, seriile de functii se prezintd ca un
procedeu de descriere aproximativa a functiei suma. De aceea, prin

teoremele urmatoare, vom sublinia proprietati ale functiilor f, (termenii
seriei) care se transmit functiei suma f .
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Teorema 1

Fie seria ifk cuf:AcK > "sif:Ack - "
Daca: -

a) seria ki:fk —”A>f

b) f, sunt functii continue in x, € A
Atunci: functia f este continua pe x,

n
Intr-adevar, s& consideram sumele partiale sn:ka. Acestea sunt
k=1

functii continue in x, si din faptul ca sirul (Sn)

—Y s f, conform
neN A

teoremei corespunzatoare de la sirurile de functii, deducem ca f este
continua in x, .

Teorema 2

Fie seria Y f, cu f,,f:lciR—> K.

k=1
Daca:
a) kifk %)f
b) f: sunt functii continue pe |

Atunci: pentru orice interval [oc,B]cI avem:

B o B
[feodx =" £, (x)dx (3.7)

k=l o

Observatie:

Egalitatea (3.7) se mai poate scrie:

B « o B
j [z fk(x)}dx = zjfk (x)dx (3.8)

o L k=1 k=1 ¢

214

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

astfel ca aceasta teorema se mai numeste teorema de integrare termen
cu termen a seriilor de functii

Pentru demonstratie se aplica teorema corespunzatoare sirului sumelor
partiale (sn)

neN *

Teorema 3

Fie seria M f, cu f:lckR-> K.
k=1
Daca:
a) f, sunt derivabile cu f, continue pe |

b) pt. X, €1, seria Y f(x,) este convergent
k=1

c) D —iog
k=1
Atunci:
a) > f, —uf

k=1

b) f este derivabila pe I si f'=g pe I.

Observatie:

Aceasta teorema ne spune ca in conditiie impuse avem:

[i fk} -3 (3.9)

k=1

de aceea, aceasta teorema se numeste teorema de derivare termen cu
termen a seriilor de functii

Pentru demonstratie, aplicam teorema corespunzatoare sirului sumelor
partiale (Sn)

neN -~
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7.4. Serii de puteri

0

O serie de functii ka incare f, : >, f,(x)=C,(x—x,)", k>0,

k=0
C, si x, € (date) se numeste serie de puteri i 0 notam cu:

ch (x— Xo)k
k=0

Sumele partiale ale unei serii de puteri sunt polinoame si de aceea, daca
o functie este aproximata prin sumele partiale ale unei serii de puteri, atat
calculul valorilor functiilor aproximate cét si derivarea sau integrarea
termen cu termen se efectueaza foarte usor.

Despre multimea de convergentd, A, a unei serii de puteri putem spune
ca A =0 deoarece ea contine cel putin punctul x,. Informatii ne sunt

date de:

Teorema lui Abel

Pentru orice serie de puteri Y C,(x—x,)" existd un numar R
k=0
numit raza de convergenta (0 <R <+o0) astfel incat avem:

1) pentru orice x € cu |x - x0| < R, seria este absolut convergenta
b) pentru orice x e cu |x —x0| >R, seria este divergenta

c) pentru orice x el cu |x—x,|<r<R, seria este uniform
convergenta

Observatie:

1) Intervalul (x, —R,x,+R) se numeste interval de convergenta al seriei

de puteri.
2) Teorema nu ne spune care este natura seriei la capetele intervalului de

convergenta. Verificarea se face direct.
3) Daca Ac!y este multimea de convergentd a seriei, atunci
(XO -R,x, +R)c Ac [XO -R,x, +R].
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Demonstratie:
1) Fie un punct x, € I n care seria de puteri este convergenta si aratam

c& pentru orice x R pentru care |x—x,|<|x, —x,| seria este absolut
convergenta.

Din Z:Ck(xl—xo)k convergenta =  sirul (Ck(xl—xo)k)keN—>0
k=0

(conform conditiei necesare de convergenta) = (3) M >0 astfel incat:
Ce(x,—x0)¥| <M (V) keN (4.1)

Calculam:

k k
|Ck(X—Xo>“|=|Ck(X1—Xo)k|'[xx__xx°j SMIXX__XXOI ~Mg*, keN
1 0 1 0

Dar pentru |x —x,| <[x, —x,| avem q e (0,1).

Folosim criteriul comparatiei de la seriile cu termeni pozitive, din

o0
convergenta seriei geometrice cu ratia subunitara, qu , rezulta ca seria
k=0

Z‘Ck(x—xo)k‘ este convergent, deci seria Y C, (x—x,)" este absolut
k=0 k=0
convergenta.

Daca A c IQ este multimea de convergenta a seriei de puteri, notam
R = max|xi - XO|

X;€A

Conform celor demonstrate, putem spune ca seria este absolut
convergenta pentru orice x € cu |x —x,|<R.

2) Fie un punct x, € in care seria este divergenta si aratam ca pentru
orice x € R cu |x —x | >|x, — x,| seria este divergenta.

Intr-adevéar, dacd x ar fi punct de convergentd pentru serie, conform
rezultatului precedent, ar trebui ca x,sa fie punct de convergenta ceea

ce este fals.
Rezulta ca pentru orice x € cu |x —x0| >R seria este divergenta.
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3) Fie xel pentru care [x—x,/<r<R.  Calculdm

K . =
‘Ck(x—xo)"‘:|Ck|-|(x—x0)| <[CJr. Cum seria > |C|r* este
k=0
convergenta fiind seria modulelor seriei de puteri calculate in punctul
X, €(x,—R,x,+R) pentru care |x1—x0|:r, convergenta uniforma

rezulta din criteriul lui Weierstrass.

Referitor la calculul razei de convergentd pentru o serie de puteri,
raspunsul este dat de:

Teorema Cauchy-Hadamard
Daca R este raza de convergentda a seriei de puteri

> C.(x—x,)" atunci:

k=0
B 1
'_k
fimy[C.]
Demonstratie:

Consideram seria modulelor si aplicam criteriul radicalului pentru seriile
cu termeni pozitivi.

WK/‘CK(X—XO)"‘ =[x = x,|- lim§/|C,| =L
k—»o0 k—o

Conform criteriului, seria este convergentda daca L <1, adica
|X—X0|<_—.
limk |Ck|

k—o

De asemenea seria este divergentd dacd L >1, adica
|X—X0|>_—.
lim¥ |Ck|

k—o

Conform teoremei lui Abel, rezulta ca:
1

R = —
fmyfc.] 42)
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Fie seria de puteri ZCk(x—xo)k, R - raza de convergenta, A -

k=0
multimea de convergenta si functia suma S:Aci—> R cu
S(X):Z:Ck(x—xo)k , XEA 4.3)
k=0

Din proprietatile seriilor de functii uniform convergentte, putem retine
urmatoarele

Proprietati ale seriilor de puteri

1) Suma unei serii de puteri este o functie continuad in toate puncctele de
convergenta.

Astfel, daca cunoastem suma seriei numai pentru puncte
xe(x,—R,x,+R) si daca, de exemplu, x,—R este punct de
convergenta al seriei, atunci avem posibilitatea de a calcula suma seriei
si in acest punct prin trecere la limita.

S(x,—R) = XliXOn}R S(x) (4.4)

2) Seria derivatelor are aceeasi razad de convergenta. Functia suma S
este derivabila pe intervalul de convergenta si derivata S' este egala cu
suma derivatelor. Putem scrie:

{iCk(x - Xo)k} = i[Ck(x - Xo)k]' adica
k=0

k=0
S'(x) = g[ck(x “xp)] = gkck(x g (4.5)

pentru x € (x, —R,x,+R)

o0
Intr-adevar, daca pentru seria ZCk(x—xo)k raza sa de convergenta
k=0

1 ; : S k-1
este R=———, pentru seria derivatelor, KC, (X —X,)", putem
I![)TO‘O'(\/|C|<| kzz(;
spune ca raza de convergenta R, este
R. = 1 _ 1 1 _Rr
1= '_k T k i K - '_k -
fmye - fim V- im NG i/,
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3) Daca seriile de puteri Y a,(x—Xy)* si > b, (x—X,)" au razele de
k=0 k=0
convergenta R, respectiv R, , atunci

0
*) Seria suma Z(akﬁtbk)(x—xo)k are raza de convergenta
k=0

R >min{R,,R,}

o0
**) Seria ) aa, (X —X,)" cu aelR, are raza de convergentd R=R,;.
k=0

Exemplu:

© Kk

Pentru seria ZX? sa se determine multimea de convergenta precum i
k=0

suma sa pe aceasta multime.

a) Calculam raza de convergenta:
R=—1_ =TimWk =1

- k—o0
limk/—
k—o0 k

Prin urmare, intervalul de convergenta al seriei este (—1,1).

b) Determinam multimea de convergenta A, verificand natura seriei la
capetele intervalului de convergenta.

a

o0
. e . . L
In x =—1 seria este Zu si este convergenta fiind seria armonica
k=1
alternata.

R =1
In x =1 seria este ZE deci divergenta
k=1

Rezulta ca multimea de convergenta este
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c) Calculam suma seriei in punctele de convergenta

Pentru xe(-1, 1) notdm
©_ Jk

S(x)=ZX? (4.6)
k=1

Deoarece pe orice compact din acest interval seria este uniform

convergenta, putem folosi teorema de derivare termen cu termen a
seriilor si avem

) (X a1
S(x)_;(kj_;x - (4.7)

deoarece am obtinut o serie geometrica cu ratia subunitara. Prin
intergrare, avem

S(x) = 1d—x ——Inf1-x/+C (4.8)
- X

Determinarea constantei arbitrare C se poate face dand o valoare
particulara lui x. Folosind (4.6) si (4.8), pentru x =0, obtinem C=0.

Deci,
S(x) =—In[l—x| pentru x e (-L]) (4.9)
©_ k
ZX? = —Infl—X|| pentru x e (-11) (4.10)
k=1

Deoarece x =-1 este punct de convergenta al seriei, putem obtine si

00

- . —1)* . - . - <

suma seriei numerice E = folosind continuitatea in -1 a functiei suma
k=1

i D" _ lim S(x) =—1In2

k x——1
Deci
o k
Z( 1? =—In2 (4.11)
k=1
n
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7.5. Dezvoltarea unei functii in serie Taylor

Fie o functie f:lc ¥ — 1 indefinit derivabilda in punctul x, el. Cu
ajutorul ei, putem construi seria de puteri.

S f(k)(xo) K
—=(x—X 5.1
2y (x—X,) (5.1)
unde coeficientii C, € 1 sunt dati de

(k)
csz 15‘0), keN (5.2)

Seria (5.1) se numeste seria Taylor a functiei f in punctul xo.

Seria (5.1) are o raza de convergentda R, (0 <R <+400), o multime de
convergenta, A, care contine cel putin punctul x, si un interval de
convergenta (x,—R,x,+R)cA.

Suma S a seriei (5.1) este o functie definitd pe multimea A ,

Ee) (k)
S(X):kz_(;f 1E!XO)(X—XO)k , XeA (5.3)
Putem scrie
S(x) = i ff )k('XO) (x—x,)" + i #(x —x,)"
k=0 : k=n+1 :
adica
S(x)=S,(x)+p,(x), XeA (5.4)

unde S, (x) este suma partiala de ordinul n, iar p (x) este restul de
ordinul n al seriei.

Evident (S, )

v — S pe multimea A .

Formula lui Taylor de ordinul n atagata functiei f Tn punctul x,, se scrie:
f(x)=T,(x)+R, (x), xel (5.5)
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n_ £(x)
unde T, (X)= Z%

k=0
R, (X) este restul de ordinul n al formulei lui Taylor.

(x—X, )¢ este polinomul Taylor de gradul n, iar

Pentru x e AN, relatia (5.5) se scrie:
f(x)=S,(X)+R,(x) (5.6)

Se pune intrebarea daca f(x) =S(x) pentru x e A1, adica daca suma

seriei Taylor (5.1) pe multimea ANl este chiar functia f. Raspunsul
este dat de urmatoarea teorema:

Teorema
Seria Tylor a functiei f in X, este convergentd intr-un punct

xe ANl catre valoarea f(x) a functiiei f in X, daca si numai daca
valorile Tn X ale resturilor R, ale formulei lui Taylor formeaza un sir
(R, (X)), convergent cétre zero.

Demonstratie:

Intr-adevar, din egalitatea (5.6) deducem
f(x)-S,(X)=R,(x), xeAnl
lim[f (x)-S, (x)]=limR, (x)

f(x)—S(x):r!iran(x), xeAnl

Deci f(x)=S(x) < liMR,(x)=0 (V) xeAnl.

Egalitatea:

% (xo)

o0
o K

f(x) = (X—X,), xeAnl (5.6)

se numeste formula de dezvoltare a functiei f in serie Taylor in
vecinatatea punctului X, .

in cele ce urmeaza, vom pune in evidenta dezvoltarile in serie Taylor in
vecinatatea originii pentru functiile elementare.
1) f(x)=sinx, f:l—[-1]]
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Vom construi o serie de puteri de forma

= £ (o0
( )x” (5.7)
n=0 n!
Pentru functia f(X) =sin X, prin inductie matematica, se arata ca
. n
™ (x) =sin(x +?n)
si deducem
0 t =2k
£™M(0) = sin% — peniryn (5.8)
2 (-1 pentru n=2k+1
In cazul de fata, seria de puteri (5.7) este
2k+1
5.9
kZO( W T (5.9)

Raza de convergenta a acestei serii este
Re— 1 7 (2"*3)' — lim (2K + 2)(2k + 3)
lim« 1 k—>oo (2k +1)! ke
k—o\ (2K +1)!

R=w
Restul de ordinul n al formulei lui Taylor sub forma data de Lagrange
este:
. (n+MNr

(n+1) sm(ex +
Rn(X) _ f (eX)Xn+1 — 2 n+1

(n+1)! (n+1)!
Cum

| n+1

—>0 pentru X € din cauza factorialului de la numitor,

R )I—

putem spune ca am obtinut seria functiei f(x) =sinx si avem:

sinx = kzo( 1)< (2k 0 R =0 (5.10)

2) f(x)=cosx, f:R—>[-11]

Pentru derivata de ordin n oarecare a acestei functii obtinem:
f™(x) = cos(x +”5“)
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de unde

£ (0) = cosN® = {(—1)" pentru n =2k
2

(5.11)
0 pentru n=2k+1

Obtinem seria de puteri

512
> D" G (5-12)

a carei raza de convergenta este
R-— 1 fim (2 + 2)(2k + 1) = o0

—
e i

In cazul de fata

cos(ex + (n+1)nj

— n+1
Reb=—"r %

si avem:

RO <

n+1

)—)0 (V) xelQ.

Aftfel, obtinem dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(X) = cosx

cos = N
X = kz(‘; ( 2k 0 (5.13)

3) f(x)=¢e", f:\a— (0,4+x)

Cum f®(x)=e*, iar f*)(0) =1, obtinem seria de puteri

ix_ (5.14)

Raza de convergenta a acestei serii este
!
R=—1 = jim &
limk 1 k—o0 k!
k—o \ ki

iar restul de ordinul n al formulei lui Taylor este
0x
Rn(X) — e Xr‘l+1
(n+1)!
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Ox
R, (x) = (ne 1)'|x“+1| — 0 pentru X € I avem seria functiei exponentiale.
+1)!

X_
Kl

,R=o (5.15)

0
k=0

4) F(x) =InL+x), f:(~1+0) >

Prin inductie obtinem
(k) k-1 (k 1)
f900 =0 [
deci,
£90) = (D" (k-1)! (5.16)

si avem seria de puteri

> (1) . (5.17)

k=1

Cu raza de convergenta
R - 1 :ll(im (kl—:l)
Timi| -

k—o k

=1

Restul de ordinul n al formulei lui Taylor este

_ (_1)n n+1
Ralx) = (n+1)(1+ 6x)™' X
1

A6 — 0 pentru x e(-11) .

Rq (x)[ <

Atfel, dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) =In(1+ X) este:

le

In(1+x) = Z( 1) R=1 (5.18)

5 f(X)=1A+x)*, f:R->KQ ac AR

Pentru derivata de un ordin k oarecare obtinem:
fOX) =a(a-1)..(a—Kk+D@+x)*™
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f0) = a(o —1)...(c. —k +1) (5.19)
Seria de puteri pe care o putem construi este
14 za(oc 1.. (oc k+1) W (5.20)

Raza de convergenta este

R-= 1 —Jim X+ 1 _4
T afo—1)..(a—k+1) ko>=|o—Kk|

k—0 k!

iar restul de ordinul n al formulei lui Taylor are forma

— 0((0(—1)...(0(—ﬂ) a-n-1 ., n+1
R,(x)= 1) (1+ 6x) X
|Rn(x)|:| o (:‘) 1()“ N (14 0x)* ™| 0 pt x e (~11) .

Prin urmare, dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) =(1+x)* este:

(1x) =1+ Y AeTtezior Dy gy (5.21)
k=1 :

Aceasta este cunoscuta sub denumirea de seria binomiala.

7.6. Serii trigonometrice

Sa consideram sirul de functii (f, ),
1.
\/E ’

fo(x) =sin2x;...; T, (x) =coskx; f, ., (X) =sinkx;...

.y cu f i —[-11] definite astfel:

f,(x)= f,(x)=cosx; fy(x) =sinx; f,(x) =cos2x;

Acest sir se numeste sir trigonometric si are proprietatea:

0 pentru i=]j
) . x f.(x)f: (x)dx =
(F(x).f(x) I( (x)dx {n Sontry i~ | 6.1)
adica, termenii sirului sunt functii ortogonale pe intervalul [-=, 7] .
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Definitie:
Orice combinatie liniara cu coeficienti reali a unui numar finit
de termeni ai sirului trigonometric se numeste polinom

trigonometric.

De exemplu:

Tn(x):%+2(akcoskx+bksin kx) 6.2)

k=1

unde a,,a,,b, e si |a+[b]>0, este un polinom trigonometric de
gradul n.

Definitie
O serie de forma

a?°+2(ak coskx + b, sinkx) (6.3)
k=t

se numeste serie trigonometrica.

Propozitia 1

.81 X , , o
Daca seria =2+ ) (a, coskx + b, sin kx)—~—f atunci coeficienti
k=1 T

a,,b, au urmatoarele expresii

a, :%If(x)coskx dx , k=012..

(6.4)
by zljf(x)sinkx dx , k=12,..
TE—T[

Demonstratie:
Din convergenta uniforma a seriei trigonometrice pe intervalul [-m, ],

conform definitiei, rezulta ca sirul sumelor partiale, (s,),—*—>f unde
[~

sn(x)za—2°+2(akcoskx+bksin kx) (6.5)
k=1

Prin urmare putem spune ca pentru orice €>0 existd un rang N(g)
astfel incat pentru orice n > N(g) si orice x € [-n,n] avem:
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s, 00 —F(x)| <& (6.6)

Fie sirul de functii (s, (x)cospx)._, si calculam
s, (x) cos px — f (x) cos px| = [cos px|-[s,, (x) — F (x)| <
<fs,()-f(X)|<& (¥) n>N(e) si (V) X e[-m7]

Deducem ca sirul
(s,(x)cospx), —%—> f(x)cospx

neN [—17]

Cum termenii acestui sir sunt functii continue, deci integrabile pe [-=, 7],
putem scrie

J.[lim s, (x)cos px]dx = lim J.sn(x)cos pxdx

=T
adica

f(X)COSdeX = lim —ao + (a coskx + b, sin kX) COSdeX =
- 2 “ X
n OO_T[ k1

=T

™
=a, J.cosz pxdx = na,

din cauza ortogonalittii sirului tigonometric pe intervalul [, 7] .
De aici deducem:

a, :1 jf(x) cospxdx, p=012,...
Tc—n:

Analog, din convergenta uniforma pe [-m,7t] a sirului (sn(x)sin px)
deducem:

neN
1 I - 2
bp — I(X)Sln deX, p—l, yres

Observatie:

Propozitia demonstratd ne sugereazd sa asociem unei functii f
integrabile pe [-m, ] numerele a,,b, € definite de relatiile (6.4), deci
si seria trigonometrica
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2

pe care o mai numim serie Fourier atasata functiei f. Numerele a,,b,
astfel definite se numesc coeficientii Fourier ai functiei f.

B, > (ay coskx +b, sinkx)
k=1

Obiectivul principal al teoriei care urmeaza consta in a stabili conditii
asupra functiei f care asigura ca seria Fourier cerespunzatoare este
convergenta si a evidentia legatura dintre suma seriei si functia f careia i
se asociaza.

Propozitie 2

Dacs seria 22+ i (a, coskx +b, sin kx) ﬁ?f atunci are loc
egalitatea lui Parseval .
%a§+§(a§+b§)=%ff2(x)dx (6.7)

Demonstratie:

Din convergenta uniforma catre f pe intervalul [-mt, 7] a sirului sumelor

partiale corespunzatoare seriei trigonometrice, (s, )neN , se deduce ca sirul
u 2
(Snf)neN f

[-m.7]

Folosind din nou teorema de integrare termen cu termen a sirurilor de
functii, avem:

lim j['sn (x)f (x)dx = ff 2(x)dx
Dar

jisn(x)f(x)dx = a?"jif(x)dx + i jt‘[ak coskx + b, sinkxJf(x)dx =

el k=1 "x

a2 n
= 7{—0 +y (a2 + bf)}
2 k=1
conform formulelor (6.4).
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Rezulta ca:

_Ifz dx_I|m{ +Z(ak+b2} a2°+Z(ak+b2

Propozitie 3

o0
Daci seria numerica zq |+|bk|) este convergenta, atunci seria
k=1

. ., a = . . .
trigonometrica —2+ Z (a,coskx+b, sinkx) este absolut si uniform
k=1

convergenta pe Q.

Demonstratie: rezultd imediat apeland la criteriul lui Weierstrass de
convergenta uniforma pentru seriile de functii cu observatia ca:

la, coskx +b, sinkx| < |a,|+|b|
pentru (V) ke N si (V) xelq.

Exemplu:

Fie f:[-m, ] >, f(X)=x?
Coeficientii Fourier ai acestei functii continue sunt:

17 17 2n°
a,=— [ f(X)dx == [ x?dx = —
0 n_jﬁ() ni 3

a, = % If(x)coskxdx = % J-x2 coskxdx = l;izcoskn = (-1 =

- —T

b, :%jf(x)sin kxdx :%szsin kxdx =0

Seria Fourier asociata functiei f este:

£(x) ~_+4z( 1)* coskx

(6.8)

coskx| 1 =1
Deoarece |(—1)* % SF (V) k=1, (V) xe iar seria ZF este
k=1
convergenta, deducem ca seria (6.8) este absolut si uniform convergenta
pe Q.
0
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in cele trei propozitii demonstrate, singura proprietate impusa functiei f a
fost cea de integrabilitate. Cum o functie continua pe un interval [a,b]
este integrabila pe [a,b], dar si o functie continua pe [a,b] cu exceptia
unui numar finit de puncte de discontinuitate de prima speta este
integrabila pe [a,b], in cele ce urmeazad vom considera aceasta clasa
mai generala de functii.

Reamintim ca punctul X, €[a,b] este prunct de discontinuitate de prima
spetd al functiei f, daca limitele sale laterale in acest punct exista, sunt
finite, dar diferite. Functia f care admite pe [a,b] un numar finit de
puncte de discontinuitate de prima spetd o numim functie continua pe
portiuni.

Teorema 1

Daca f:[-m,n] > este o functie continud sau continua pe
portiuni pe [-m,n] iar a,,b, sunt coeficientii Fourier atasati acesteia,
atunci:

a) Seria Z(ai + bi) este convergenté
k=1
b) Are loc inegalitatea lui Bessel

1.2 N2 2 102
5% +;(ak +bk)£;£f (x)dx (6.9)
Demonstratie:

Folosim inegalitatea evidenta

n 2
[f(x) _an - Y (a, coskx +b, sinkx)} >0

k=1
si integram pe [-m, «t].

T 2 T T n 2 T
If2(x)dx + %0 Idx + I[Z(ak coskx + b, sinkx)z} dx — -a, If(x)dx -
-7 - —nL k=1 -

b n T n
- ZJ[f(x)kZ:(ak coskx + b, sinkx)}dx +a, .[Z(ak coskx + b, sinkx)dx >0

Zrk=t
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Daca tinem seama de ortogonalitatea pe [—=m, 7] a sirului trigonometric
precum si de (6.4) obtinem:
a2 n n
24> (@ +b) < [2x)dx (6.10)
k=1 n

Deoarece aceasta inegalitate este valabila pentru orice ne N, ea se
pastreaza si prin trecere la limita. Astfel obtinem inegalitatea (6.9).

Din (6.10) putem retine ca sirul sumelor partiale (s, ),_. S, = Y. (a: +b})
k=1

este marginit; rezultd ca el este convergent, prin urmare seria

(aZ +b?) este convergenta.
k=1

Consecinta:
Daca f:[-m,n] > este o functie continuad sau continud pe portiuni,

atunci coeficientii Fourier a,,b, atasatilui f au proprietatea:
lima, =0|s I|(imbk=0 (6.11)

k—o0

Acest rezultat se obtine folosind conditia necesara de convergenta a unei
serii numerice, adicd a; +b; — 0 pentru K — 0.

Exemple:

1 < .

1) Seria trigonometrica E+Z(cos kx +sin kx) nu poate fi serie Fourier a
k=1

unei functii f :[-n, ©] > 1 continue sau continue pe portiuni deoarece in

cazul de fatd a, =b, =1 sinuavem a, >0 si b, > 0 pentru k > .

1 & ,coskx sinkx
2) Seria trigonometrica —+ ) ( + ) nu poate fi nici ea seria
2 & T

Fourier a unei functii continue sau continue pe portiuni pe [-m, 7]
1 = =1
deoarece aici ak:bkzﬁeo, dar seria Z(aﬁ+bﬁ):22E este
k=1 k=1
divergenta.
(B8]
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Definitie:
Spunem ca functia f:[-n,n] este derivabild pe portiuni pe
[-m, ], daca exista o diviziune a acestuia pe ale carui intervale

deschise f este derivabila, iar in punctele de diviziune, f are
derivate laterale finite.

Teorema 2

Daca f:[-n,m] > este o functie derivabila pe portiuni pe
[-m,®] si indeplineste conditia f(—m)="f(n), atunci seria Fourier
asociata este convergenta in orice X €[, 7] si avem:

f(x-0)+f(x+0)
2

(6.12)

a?" + Y (ay coskx +b, sinkx) =
k=t

Corolar
Daca f :[-r, ] — Q este continua pe acest interval, derivabila pe

portiuni si f(-m)=f(n), atunci seria Fourier asociatd este uniform
convergenta pe [-m, ] si avem:
Ao

>t D (ay coskx +b, sinkx) = f(x) (6.13)
k=1

Observatii:

1) Ipoteza f(—m)=T(n) nu reprezintd o restrictie esentialda. Daca
f(—n) = f(n), functia

g(x) = F(x) + i[f(—n) —f(m)x, X e[-m,7] (6.14)
f(r)+ f(-m)

are proprietatea g(—n)zg(n)zT si deci este suficient sa se

utilizeze g in locul functiei . Functia g este derivabila pe portiuni la fel
caf.

2) Desi initial functia T este definité pe intervalul [-=w, 7], deoarece seria
Fourier atasatad functiei f este o serie de functii periodice, de perioada
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2m, rezultd cd aceastd serie va defini pe 1 prelungirea functiei f prin
periodicitate, cu perioada 2mx.

De aceea, in teoria seriilor trigonometrice, desi se pleaca initial cu functii
f:[-n,n] >, f va fi considerata ca fiind periodica cu perioada 2,

definita pe Q. Notand cu f aceasta prelungire, avem ook cu
f(x)=f(x) pentru xel[-m, ]

~ (6.15)
f(x+2n) =f(x)

3) Daca f este o functie definitd pe un interval oarecare [—a,a]c IR,
integrabila, atunci se considera functia g :[-r, ©] —» I, definita prin:

aly)= f[a—y] (6.16)

T

Cum acestei functii, pe intervalul [-r, rt], i se ataseaza seria Fourier

a?°+z a, cosky +b, sinky) (6.17)
k=1

rezultd ca seria Fourier atasata Functiei T pe interrvalul [-o, o] este:

a +Z(ak cosknx+b smknx) (6.18)
o

f(X =~ o
2 k=1

unde

a, = 1 J.f(x)coskixdx, k=012,...

1J'f(x smk“xdx, k=12,..

Exemple:

1) Functia f :[-n, 7] >

_TE+X ’ Xe[_nio)
f(x)=4Z ., x=0
(x) 5

“;X , xe(0,m]
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are punctul X =0 punct de discontinuitate de prima speta. Pe portiuni, ea
este continua si derivabild. De asemenea, f(-n) =f(n)=0.

Acestei functii ii atagam seria Fourier

f(x) za?O+Z(ak coskx + b, sin kx)
k=1

Observam ca:

8, =7 [f(x)dx =0
T[*T[

a, zijf(x)coskxdx=o; Kk=12,..
chn

deoarece f este funtie impara pe [-m, 7]

17 . 2°Fm—X . 1
b, == | f(X)sinkxdx =— | —=—sinkxdx ==
) njﬂ() n! . 5

Prin urmare, seria Fourier atagata functiei date este:

2, sin kx
fe0~2 = (6.20)
k=1

Conform teoremei precedente, seria (6.20) este convergentd in orice
punct X € [-rt, ] catre functia suma S(x) .

*) Daca x este punct de continuitate pentru functia f avem S(x) =f(x),
deci putem scrie:

fx)=3 Sinkkx (6.21)
k=1

**) In punctul de discontinuitate X =0 conform teoremei avem:
S(x) = f(0-0) ;f(0+0) (6.22)

relatie care este verificata, deoarece S(0)=0 iar

T T
f0-0)+f(0+0)=——+==0.
(0-0)+f(0+0) >
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2) Functia f:[-a,a] = &, f(X) = x> este continua si derivabild pe acest
interval.

Cum f este functie para, rezulta:
b, =0, k=12,...

=—J'f(x)cos—dx:—.[ k 4a
T, 2012
a, :—J‘f(x)dx:—'[x dx =
o —o o 0
Conform corolarului teoremei 2 putem scrie ca:
1
N 2 (= 2) , X e[~a, 0] (6.23)
3 T k=1 k o

Daca consideram functia ?:&—)&, prelugirea prin periodicitate a

functiei f, care este o functie continua pe 1, obtinem dezvoltarea:
2

?(X)—a— 4: kZ;,( 2 , XelR (6.24)

In acest capitol am intalnit doud tipuri importante de serii de functii,
anume seriile de puteri si seriile trigonometrice gi este utila o comparatie
intre acestea. Seriile de puteri sunt mai usor de manevrat (sumele lor
partiale sunt polinoame algebrice), iar in domeniul de convergenta, suma
lor este 0 functie indefinit derivabila. Un neajuns al lor este acela ca, in
general, o functie nu poate fi reprezentata printr-o serie de puteri pe
intregul ei domeniu de definitie. De exemplu functia f:(-1+0) >,
) - Xk
f(x)=In(l+x), are dezvoltarea In(l+x)=>) (1) o care este
k=1

valabild numai pentru |x| <1.

(A8

Seriile trigonometrice au ca sume partiale polinoamele trigonometrice gi
reprezentarea functiilor prin serii Fourier are loc pe orice interval, ceea ce
este deosebit de util. Totusi, ele nu pot fi derivate sau integrate termen cu
termen fara precautii suplimentare.
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7.7. Exercitii rezolvate

1) Sa se dezvolte in serie Taylor urmatoarele functii indicandu-se si
razele de convergenta ale seriilor obtinute.

a) f(x) = xe™*

Pentru aceasta functie folosim seria exponentialei si avem:

f(x) = xe 2 = x3 2 _ gy x™

o K k=0 k!
| k+1
— \/(—2)" koo (2K koo 2K Kl ko 2
limk
kK—o0 kl

Deci: [xe > = (-2) X —| R=c0
k=0

b) f(x) =shx

Putem folosi tot seria exponentialei deoarece:

PPVt i | b ob G ol e 9l B b ol RS
fx)=shx =" _ZL_Ok! kz;l k! }_2;[1 (1)]k!_

Deci: th:Z—, R=o00.
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c) f(x)=sin3x+xcos3x

Pentru aceasta functie, putem folosi seriile functiilor trigonometrice sin si
Cos.

0 3X)2k+1 0
f(x) = sin3x + x cos 3x = Z(—1) s 1)| x> (1 (2k)' -
k=0 k=0

32k+1 +i ¥ 32K 2K _
Yy TEEY GgX

k

Ms

k

=3 (- k 3% [ +1)X2k+1 Z( 1y 32k +4) 32k 2k+4) 261
e (2k)1\2k +1 +1)!

s L

R= 1 -
3%(2k +4)
limg[= et T2
koo| (2K + 1)!

© 2k
Deci: [sin3x + X cos3x = »_ (1) 3 (2k+4) ok
— (2k +1)!

2X—3

D=

Pentru aceasta functie se poate folosi seria binomiala daca observam ca
poate fi pusé dub forma:

1 p o
f(x )——m—m_ ) =-2(1-x)" —-(1-x)* =
——2{1+i 1= 2) ) X)k}_PJri(_Z)(_?))kT (_k_1)(—x)k}:
k=1 k=1 )
=—2—2Zxk—1—2<k—1>xk =33 (k+3)x¢
k=1 k=1 k=1
__ 1
limk+3
Deci: 2X = 3 =-3- Z(k+3)x , R=1.
x-) &
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e) f(x) =In(l+x —2x?)

Putem folosi seria functiei In(1+ X), daca observam ca:
f(x) = In(1 +X— 2x2)= In[(1-x)(1+ 2x)] = In(1—x) + In(1+ 2x) =

0 k 0 k 0 k-1nk
— Z(_1)k—1 % + Z(_»])k—’l (Z)k() — Z(_1) k2 - 1Xk
k=1 k=1 k=1

R= ! =

1
(D)<t 2k - 1‘ 4

limx

k—o0

0 k-1~k
Deci: In(1+x—2x2)=2%xk , R :%
k=1

f) f(x) =arcsinx

Observam ca f'(x) :%: (1—x2)_}/2 si putem folosi seria binomiala
1-x
penru f'.
L0 (27
N 2 2\ _ 4 (2K = o 7.1
Fo0=1+2, i ) =13 G0 )
1 . 2k+2
= = lim
Tm (2k H ko 2k +1
o\ (2k)n

Deoarece pe orice interval compact inclus in intervalul de convergenta
(-11) seria (7.1) este uniform convergentd, putem folosi teorema de
integrare termen cu termen a seriilor gi obtinem

< (2K -1 (2k — !
f(X)ZIPJ{:((zk)!') 2} _X+ZI (2K)!! X =

k=1

(7.2)

o 1]y 2kt
_ Z (2k =N x L C
—  (2k)! 2k +1

Constanta de integrare C se poate determina dand o valoare particulara
lui X Tn relatia (7.2). Se vede ca pentru X =0 se obtine C=0.
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_ ” 2k+1
Deci: |arcsin x = x+z(2k Di x ,R=1.
2K 2k+1

g) f(x) =In(x +v1+x?)

Derivata acestei functii este:

' 1 X 1 2Y %
f = 1 = =1 =
() (+ j V1+x? (+X)

X +V1+x2 V14 x2

S

ke k! e (2k u ’

Prin integrare avem:

o Dk (2k=D)n X
f(x)_”;( D (2K 2k +1

Pentru X =0 obtinem C =0 si rezultatul este:

© 2k+1
In(x+«/1+ xz):x+2(—1)" (Zk=L1 X , R=1.
k=1

K 2k+1

h) f(x) = xarctgx — Inv1+ x>

Observam ca:

f'(x) = arctgx + — = arctgx
( ) g 2 1+X2 g
1
f” X —
() 1+x2

Prin urmare, putem folosi seria binomiala pentru f".

f”(x)=(1+x2)_1=1+i—( X k? () 1+Z( )x*,  R=1
k=1

Pentru X e(-11) folosim teorema de integrare termen cu termen a
seriilor si avem:

f'(x) = X+Z( 1)

2k+1
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unde pentru x=0 obtinem C=0.

f'(x) = x+Z(1kX ,R=1

Integrénd din nou, avem:
2k+2

o) __+Z (2k+1)(2k+2)

unde pentru X =0 obtinem C =0. in felul acesta, rezultatul este:
2 0 2k+2

xarctgx —Inv1+ x2 =% D (=) X IR=1
2 & (2k + 1)(2k + 2)

2) Sa se determine raza de convergenta si suma urmatoarelor serii de
puteri:

Zk2+1 k
< 2K .kl
k
R=—— — —Timg/2 K _Tim2(k+1) =
im k2 1 koo\VKkZ+1 kow
k»w A

Suma acestei serii se poate calcula usor, folosind seria exponentialei,
daca o punem sub o forma convenabila:

R :%:kli_mwk/k(kﬂ):

e\ k(K +1)
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k
X 1 1
=| ———— [X", seria data se poate scrie
k(k+1) (k k+1)
0 Xk 0 Xk ) Xk
=S (7.3)
kZ:;‘k(k+1) kZ:;‘ k kZ:;‘k+1
0 k
Fie S,(X) :ZX— cu |x|<1
a K
S;(x)=2x"‘1:1+x+x2+...:—1
k=1 1-x

fiind seria geometrica cu ratia X € (—1,1) . Prin integrare avem:
S,(x) =—Inl-x|+C

Pentru x =0 obtinem C=0 si avem:

e k
S,00 =Y 2 =—In(l-x) (7.4)
i K
Fie
=oxk o1& xt 1
S,(x) = == :——Inl—x -X 7.5
00 =TT L _[FIn@-x)-x] (7.5)
Obtinem:
0 k _
S X Xy R=1
Sk+1)
) 2k+2
2 2k+1)(2k+2)

R= Kli_m'§/2k(2k T2k +2) =1

2k+2

k-1
Z( K 2k(2k+1)(2k+2) x|<1

Notam: S(x) =

Prin derivare, obtinem:
2 -1

)= Z 2k 2k+1)
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( 1)k 1X

S”(X) 2k

(1)k12k1 3 5 _ X

S"(x) = X=X "+X>+..= 5
1+ X

TMS EMS

Prin integrare, obtinem:
s"(x) = [—X*_dx =din(1+x?)+C
() J‘1+x2 2 ( )

iar pentru X =0 rezultd C=0, deci:

S'(x) = InvV1+x°
S'(x) =j|n V1+x%dx = xInv1+x* —x +arctgx +C,

Siin acest caz, pentru X =0 rezultéd C, =0, deci:
S'(x) = xInv1+x* — x +arctgx

Printr-o noua integrare se obtine:

S(x)=(?——jlnx/1+x - +xarctgx+C

La fel, C, =0 pentru X =0 si rezultatul final este:

o 2k+2 2
Z _(X___j|n«/1+x z_3x° + xarctgx |, R =1.
2k+1)(2k+2) 2 2 4

Mai putem face observatia ca pentru X=1 obtinem seria numerica
alternata

i (_‘I)I(JI (7 6)
Laok(2k +1)(2k +2) '

Aceasta fiind convergenta, suma ei o putem determina folosind
proprietatea de continuitate a sumei unei serii de puteri in punctele sale
de convergenta, adica:

0 ( 1)k1 B x> 1 3 _1 ~
ZZk(2k+1)(2k+2) IX [(2 2jlnx/1+x +xarctgx}_4(n 3)

k=1
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3) Sa se dezvolte in serie trigonometrica functiile:
a) f(x)=|x|, f:[-m,7]

Se observa cu usurintad ca aceasta functie este continua pe [—w, 7] si nu

este derivabila in X =0, deci este derivabila pe portiuni pe acest interval.
De asemenea este functie para si f(—n) =f(n) ==.

Coeficientii Fourier atasati acestei functii sunt:

a, :%if (x)dx :%.dex =7

a, = 1 If(x)coskxdx = gJ.xcos.kxdx = %[coskx -1]=
me Ut ik
0 daca k=2n
- —;2 daca k=2n+1
n(2n +1)

b, 1 j['f(x)sin kxdlx = = j['|x|sin kxdx =0
T T

Prin urmare, seria Fourier atagata functiei date este:
4 & 1

r.z —————C0s(2n +1)X

2 mhip(2n+1)

aceasta fiind absolut si uniform convergenta pe Q.

Cum functia f este continua pe [-=, 1], putem retine ca:

|x|:£—i %cos(2n+1)x
2 map(2n+1)

pentru X € [-m, «t].

b) f(x)=[sinX|, f:[-m, 1] >

Aceasta functie este continuda pe [—m,m] si derivabilda pe portiuni
deoarece nu este derivabila in Xx=0. Este functie para si
f(m) =f(—m) =0 coeficientii Fourier sunt
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a, :g'[sin xdx _4
n 0

T

211
a, = —Isinxcoskxdx =
TEO

21+ coskx _

n 1-k?

b, =%jf(x)sin kxdx =0

0 daca k=2n+1

daca k=2n

Prin urmare, dezvoltarea in serie trigonometrica pe intervalul [-m, 7] a
functiei f(x) =|sin x| este:

) 2 4
sinx|==+—
T T

o0

n=0

n2

cos(2nx)
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CAPITOLUL Vi

INTEGRALE MULTIPLE

8.1. Integrala dubla pe dreptunghi

Incepem prin a ne reaminti constructia integralei Riemann pentru functii
de o singura variabila.

Fie functia f : [a,b] — I si sa cunsiderdm o diviziune A a acestui interval
determinata de punctele X,,X;,...,X, € Q.
A=(@=X, <X; <X, <...<X,=Db) (1.1)

Prin norma acestei diviziuni, notata ||A|| , intelegem:

A = max(x, = x,1) (1.2)

Fie si sistemul de puncte &,,&,,...,&, astfel incat x,_; <&, <x, pentru
k=1n.

Definitie:

Prin suma Riemann asociatad functiei f, diviziunii A si
punctelor ¢&,&,,....§, intermediare, notatad o,(f,,), intelegem
numarul real:

0.(F,5) = Y f(E)0X, ~ %) (1.9

Daca functia f este pozitivd, putem face observatia ca suma (1.3)
reprezintd suma ariilor dreptunghiurilor de baza (x, —X, ,) si inaltime

f(&, ). Rezultd ca suma Rieman (1.3) aproximeaza aria multimii din plan,

denumita subgraficul lui , delimitatd de axa OX, graficul lui f si dreptele
Xx=asi Xx=Db.
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Definitie:
Functia f se numeste integrabild pe [a,b] daca exista un

numar | cu proprietatea: pentru orice ¢ >0 exista un 5, >0 astfel
incat pentru orice diviziune A a intervalului [a,b] cu [A[<3, si

pentru orice alegere a punctelor &, €[x, ,,X,], sa aiba loc

inegalitatea:
loa(f.&) —1 < (1.4)

Daca acest numar | exista, el este unic si se numeste
integrala functiei f pe intervalul [a,b].

Se noteaza:
b
| = jf(x)dx (1.5)

Prin analogie, putem introduce notiunea de integrabilitate pentru functii de
doua variabile. Daca pe dreapta reala, orice domeniu este un interval, in
plan, ca si in spatiu existd domenii care nu mai sunt intervale, ele avand o
structura mult mai deosebita de aceea a unui interval. De aceea, ne vom

referi numai la domeniile din &{2 care au arie.

Pentru inceput, fie intervalul bidimensional pe care il numim dreptunghi,
definit de:

A, =[a,b]x[c,d] c & (1.6)

Pentru intervalele [a,b] si [c,d] consideram diviziunile A, si A,,
Aj=(@=X,<X;<...<X,=b)

Ay =(C=Yg <Y1 <...<Yp =d)
Cu ajutorul dreptunghiurilor o

A =X X XY Y] cu j=1n si k=1m putem spune cad am
determinat o diviziune A a dreptunghiului A, .

A=(A,; j=1n; k=1m) (1.7)

Vom numi norma diviziunii A, notata ||A|| cel mai mare dintre diametrele

dreptunghiurilor A, (diametrul unei multimi E X este diametrul celui

mai mic cerc care acopera multimea E). Evident, in cazul dreptunghiului
Ajk, diametrul sau coincide cu lungimea diagonalei.
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diam Ajk - \/(Xj X t (yk ~ Yk )2 (1.8)

Prin urmare, putem scrie

||A|| —rjnﬁx diam A, (1.9)

k=1,m

In fiecare dreptunghi Ajk alegem un punct
(Ejoni)e Ay j=1nsik=1m

Pentru o functie f: A, & - &g, formam suma Riemann

(F, €)= 2 D FEgomu ) =X i = Viees) (1.10)

=1 k=1

Se poate observa ca (1.11) reprezinta suma volumelor paralelipipedelor
care au ca baza dreptunghiurile A, si inaltimile date de f(¢;,n;,).

Definitie:
Functia f se numeste integrabila pe A, daca existad un numar

| cu proprietatea: pentru orice ¢>0 exista un 5, >0 astfel incat
pentru orice diviziune A a dreptunghiului A, cu ||A||<6S si pentru

orice alegere a punctelor (&ik,njk)e A, sa aiba loc inegalitatea:

|GA(f’(E->jk’njk))—||<g

Se observa ca definitia este analoga cu cea data integrabilitatii functiilor
de o singura variabila si exprima faptul ca numarul | poate fi aproximat
oricat de precis cu suma Riemann corespunzatoare unor diviziuni de
norma suficient de mica.

Astfel putem spune ca f este integrabild pe A, daca pentru orice sir de
diviziuni (A, )., a dreptunghiului (A,) cu proprietatea Iim||An|| =0

exista si este finita limita sirului sumelor Riemann,
lim o, (f, (& nj )=

oricare ar fi alegerea punctelor (X;;.‘k,n;.‘k)e Al
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Daca f este integrabild pe A,, numarul | se numeste integrala functiei f
pe A, (integrala dubla pe A,) si se noteaza:

= [[f0xy)dxdy (1.11)
A,

sau mai simplu, | = jf.
A,
in continuare, vom folosi urmatoarele notatii:
1) #{A, ), multimea functiilor integrabile pe A, .
2) ¢ (AZ), multimea tuturor diviziunilor A corespunatoare dreptunghiului
A,.

Fie functia f: A — I, marginits pe A, .

Rezulta ca f este marginita pe dreptunghiurile Ajk si vom nota:
My =, Fxy) i My = sup f(x.y) (1.12)

XY JeA

Pentru o diviziune A e ® (Az) putem forma sumele Darboux

s,(f) = iimjk(xj - Xj—1ka ~Yi1)

=1 k=1

S.(f)= iiMjk (Xj —Xj )(Yk ~Yi1)

j=1 k=1
numite suma Darboux inferioara, respectiv suma Darboux superiara.

(1.13)

intre sumele Darboux (1.13) si suma Riemann (1.10), pentru orice
Aes (AZ), putem scrie relatia:

s,(F) <0, (f, (&))< S, (F) (1.14)

Teorema 1:
Criteriul Darboux de integrabilitate

f:A, > g, f marginita pe A, .
Functia f € {A,) daca si numai daca pentru orice & >0 exista 5, >0

astfel incat pentru orice diviziune A € % (A,) cu proprietatea |A|<3,,

are loc inegalitatea:
S, (f)-s,(f)<e (1.15)
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Demonstratie:
(def)

"=" Din fe ©{A,) = (3) 1€ cu proprietatea: pentru (¥) £ >0 (3)
5, astfel incat pentru (V) Ae<s(A,) cu [A|<3, s& avem

‘GA (f,(éjk,njk ))— I‘ < ¢ oricare ar fi alegerea punctelor (é’;jk,njk)e Ay
Deoarece:
{I —-e< GA(f,(éjk,njk))< l+¢
S\ (f) <0, (f’ (éjk 1Mk )) <S, (f)
putem alege , astfel incat pentru A € % (A,) cu [A| <35, s avem:
l—e<s,(f)<S,(f)<l+e

(1.16)

de unde [S, (f)-s,(f) <&

"<" Avand in vedere (1.14), putem afirma ca multimea (s, (f))

Ae (A,)
este marginita superior, iar multimea (SA(f))AEMAZ) este marginita inferior
si notam:

l,= sup s,(f)
Aes (A,) (1 17)
l, =, inf | S, (f)

Evident, putem scrie:
s,(f)<l, <1,<S,(f) (v) Ae=(A,) si cum [S,(f)-s,(f)<e, (V)

Aes(A,) cu|A|<8,, deducemca |l —I,|<e = I, =1, =I

Din relatiile
s,(f)<1<S,(f)
s,(f) <o, (f, (‘t?jk’njk ))<s.(f)
S,(F)-s,(f)<e (V) Ae = (A,) |A| <8,

deducem

0, (1 Emp )1 <[8,(F) -5, (F) <.

pentru orice A € ¥ (A,) cu [A| <3, , deci f e ©XA,)
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Teorema 2:
Daca functia f este continua pe A, atunci ea este integrabila pe A,.

Demonstratie:

Din feCO(AZ) iar A, compact = f marginitd pe A,, deci si pe
dreptunghiutile AJ.k si si atinge marginile. Inseamna ca exista punctele
(Xjk,y;k) Si (x}’k,y}’k)e A, astfel incat:

my, = (Qéf!&]lk f(X1Y) f(x;k’y]k)

My = sup f(x,y) =<}y )

(1.18)

Pe de alti parte, din feC°(A,) iar A, compact rezultd ca f este
(def)

uniform continua pe A, , deci si pe A, = pentru (V) e>0 (3) 5, >0

astfel incat pentru  orice (&;k,n;k) Si (&}’k,n}’k)e A, cu

€ mi)- Egomi)

‘f(éik Mik )_ f(igk ' HM <

<9, saavem

aria A, (1.19)

Fie diviziunea A e ©(A,) cu A <8, si calculdm:

n

ZZMJK (Xj — X4 )(yk _YH)—
=1 k=1
n m
_szjk(xj _Xj—1ka ~ Y1)

=1 k=1

1S,(F)—s,(f) =

n m
< ZZMK — My |(Xj — X ka ~ Y1) =

i=1 k=1

- ZZ“(ka’y}'k )= (X Vi ](Xj — X Yk = Yier) <

n m
< '8 ZZ(XJ'_XH)(yk_yk_1):_;'aria A2:g

aria A, ‘F'iS aria A,
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Conform criteriului lui Darboux, rezultd f € C(Az)

Teorema 3:
Fie f:A, >, A, =[ab]x[c,d]
Daca: a) f e C°(A,)

b) pentru orice X e [a,b] exista integrala simpla
d

[0cy)dy

C

b|d
Atunci:a) exista integrala iterata J‘Df(x,y)dy}dx

b) J;If(x,y)dxdy = j.ﬁf(x,y)dy}dx (1.20)

(1.20) este formula de descompunere a integralei duble in doua integrale
simple.

Pentru simplitate, integrala iterata se mai noteaza Idxjf(x,y)dy.
a [

Demonstratie:

d
Fie functia CD(X) = If(x,y)dy si aratam ca este integrabila pe [a,b].

Consideram diviziunile:
A;=(@=Xy, <X, <...<X,=b)
Ay =(C=Yy <y <...<Yy,=d)
A=(A;; j=1n k=1m)

precum si punctele intermediare &; [x;4,x;] cu j= ﬁ

Pentru functia @ : [a b] — I consideram suma Riemann:

Oy, CD E., Zq) & )(X Z:Uf(éi’y)dy}(xj _XH):
= y [i ykf E_,J,y)dy]x - X;_ )

=L k=1y
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Deoarece f este functie continua pe [C,d], deci pe fiecare interval
[yk_1,yk], putem folosi teorema de medie pentru integrala simpla.

Prin urmare, exista puncte n, e[yk_1,yk] cu k=1m astfel incat sa
avem:

o 08)= 3 Srem s v ) oy x)-

j=1 Lk=1

=}

= f(E;j,nk)(Xj —Xj_1)(yk ~Yi-1)

=1 k=1

Prin urmare obtinem:

o, (@.8) =0, (F.(¢;,m,)) (1.21)

relatie care este valabild pentru orice diviziune A< < (A,). Este evident
faptul c& pentru ||A| — 0 avem si [A,| - 0.

Astfel, deoarece fei}(Az), prin trecere la limitd in (1.21) rezultd
® e ©[a,b]) si avem egalitatea:

]ZCD(X)dx = J;_[f(x,y)dy adica
jir f(x, y)dy}dx = J/;If(x, y Jdxdy

Observatii:

1) Teorema de descompunere a integralei duble poate avea si
urmatoarea formulare

Daca: a) feC°(A,)

b
b) pentru orice y € [c,d] exista .[f(x,y)dx
d{ b i
Atunci: a) exista J.Df(x y)dx}dy ;

0 [y - ety o
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2) Teorema de descompunere ramane valabila si pentru functii numai
integrabile pe A, .

Exemplu:
Fie A,:[01]x[12] si f(x,y)=

X+y

Functia f este continua pe A, si pentru orice X € [0,1] f este continua,
deci integrabila pe [12].

Putem scrie:

”f(x,y)dxdy = ”% = j.dsz.%yy = j‘[ln(x +2)=In(x +1)Jdx =

Az

=[(x+2)In(x +2)— (x +1)In(x + 1)]|3) =3In3-4In2

8.2. Proprietati ale functiilor integrabile pe dreptunghi

1) Fie f,g: A, >R

Daca functile f si g sunt integrabile pe A,, atunci functia
of +Bg (a,B € &) este integrabild pe A, si avem

”(af +Bg)(x,y)dxdy = a”f(x, y)dxdy + B”g(x, y)dxdy (2.1)

(2.1) exprima proprietatea de liniaritate a integralei duble.

Din f si ge %A, ), conform definitiei, pentru orice sir (A, )., cu

neN
A, €% (A,)si lim[a,| =0 avem:

lmGAn fa(&?k ,n,-"k )) = '”f(x1y)dXdy
Ay

limo, (g )= [[aty)dxdy
Az
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Formam suma Riemann pentru functia of + g

o (0 +BaER )= DD (af +Ba)El, mj X! — X1 Nk —vi_)=

j=1 k=1
= a0, (1, (&} )+ Bos, (@€ mi)
Prin trecere la limita obtinem:

”(ocf +Bg)(x,y)dxdy = oc”f(x, y)dxdy + BJ‘Jg(x, y)dxdy

2)Fie f:A, >R

Daca functia f este integrabild pe A, si f(x,y)z 0 pe A,, atunci

j j f(x,y)dxdy > 0 (2.2)
Az
Demonstratie:
Presupunem ca
”f(x,y)dxdy <0 2.3)
A,

(def)
Din fe t{A,) = pentru (V) ¢>0 (3) 5, >0 astfel incat pentru orice

diviziine Ae<(A;) cu |A|<5, si orice alegere a punctelor

(ajk’njk)e Ajk avem:

G, (f, (ﬁjk,njk ))— ”f(x,y)dxdy <eg (2.4)
A,
In particular, daca alegem:
£ = % []exy)axay (2.5)
Ay

Conditia (2.4) ne permite sa scriem

o, (f (& mi)) < {If(x,y)dxdw% {jf(x,y)dxdy

— J;;[f(x,y)dxdy —%.Qf(x,y)dxdy = %./[_!-f(x, y)dxdy <0
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Am ajuns la o contradictie, deoarece functia f fiind pozitiv definita pe A,,
suma Riemann GA(f,(Fjjk,njk))Z 0.

Consecinta:

Daca a) f,ge ©(A,)
b) f(x,y)<g(xy) pe A,

Atunci:

{If(x,y)dxdy < {I g(x, y)dxdy 26)

3)Fie f:A, >, msiMelQ

Daca functia f este integrabild pe A, si daca me(x,y)SM
pentru orice (x,y)e A, , atunci
m-ariaA, < ”f(x, y)dxdy <M-ariaA, 2.7)
A

(2.7) reprezinta o formula de medie pentru integrala dubla

Demonstratie:
Conform consecintei (2.6) avem m < f(x,y) <M pe A, . Rezulta

m|[dxdy < [[f(x,y)dxdy <M|[dxdy (2.8)
A, A, A,

Observam, ca pentru functia constanta g(x,y) =1, suma Riemann este:
O (9’ (‘ijk’njk )): (Xj —Xj ka - YK—1): ZzariaAjk =ariaA,

=1 k=1 j=1 k=1
deci prin trecere la limita

lim cA(g,(é’;jk,njk )): ”dxdy = ariaA,

al-0

Relatia (2.8) devine:
m-ariaA, < J'J.f(x,y)dxdy <M-ariaA,
A2
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4)Fie f:A, >

Daca functia f este continud pe A,, atunci existd un punct
(£,m)e A, astfel incat

[[10x y)dxdy = f(&,n)-ariaA, (2.9)

(2.9) este o alta formula de medie pentru integrala dubla

Demonstratie:
Fie f e C°(A,) iar A, compact, rezulta ca f este o functie marginita pe
A, siisi atinge marginile pe acest dreptunghi. Deci existd doua puncte
(X,y,) si (x,,y,) €A, astfel incat:

m= (g@ f(X,y) = f(X1,y1)

M= (X,Y):f(xz,Y2) (210)

sup f
(B

Putem scrie ca
m<f(x,y)<M (V)  (xy)eA,

iar conform proprietatii precedente avem:
m-ariaA, < [[f(x,y)dxdy <M-ariaA,
A,

(2.11)

Notam cu:
”f(x, y)dxdy
A

i (2.12)

ariaA,

si avem
f(x,,y,) < p < f(x,y,) (2.13)
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Sa consideram functia compusa h: [a,B] -

h(t) = f(o(t) w(t)), te[op] (2.14)

unde ¢,y : [o,B] = 1; @,v e C°([o,B]), astfel incat
{cp(a) =x; wla)=vy,
o(B)=x,; w(B)=Y,

Evident avem:

{h<a>=f<x1,y1>

h(B) = f(x5,Y,) (2.15)

Deoarece o,y € C°([a,B]) iar f € C°(A,), rezulta ca functia h € C°([a,B]),
deci ea are proprietatea lui Darboux pe acest interval.

Rezultd ca existd t, [o,B] astfel incat h(t,)=p. Prin urmare exista
(&) € A, astfel ca:

h(t,) = f((P(to )"V(to )) = f(é,n) =H

J. '[ f(x,y)dxdy

Conform (2.12), exsita (F,,n)e A, astfel ca f(a,n)zAz_—, de
ariaA,

unde deducem

”f(x, y)dxdy = f(&,1)-ariaA,

5) Fie f,g: A, >R

Daca functia f este continud pe A, si functia g este integrabila
pe A,, in plus g(x,y)ZO pe A,, atunci exista un punct (&,n)e A,
astfel ca are loc egalitatea

J[f0cy)gxy)dxdy = f(&m)- [[glx.y)xdy (2.16)

(2.16) este a treia formula de medie pentru integrala dubla
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Demonstratie:
Folosim continuitatea uniforma pe A, a functiei f si daca notam cu m si

M marginile acesteia pe A, , atunci avem sirul de inegalitati
mg(x,y) < f(x,y)g(x,y) <Mg(x.y)

Obtinem:

m|[g(xy)dxdy < [[f(x,y)g(x,y)dxdy <M[[g(x,y)dxdy

de unde deducem

{If(x,y)g(x,y)dxdy

m <

<M (2.17)

in continuare demonstratia este identicA celei corespunzitoare
proprietatii anterioare.

6) Fie f: A, >

Daca functiile f si |f| sunt integrabile pe A, , atunci

I jf(x, y)dxdy

< [[If(xyJaxdy (2.18)
Ay

Demonstratie:
Folosim inegalitatile evidente

iy <fly)<ffley)  (v) (xy)eA,

Prin urmare, putem scrie:
— ”|f(x,y)|dxdy < ”f(x, y)dxdy < II|f(X, y)|dxdy
A, A, A,

de unde rezulta ca

”f(x, y)dxdy| < H|f(x,y)|dxdy
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7) Fie sirul de functii (f, )., cu f : A, > sifunctia f: A, >

keN

Daca sirul (fk)keNA—”>f, functile f, fiind integrabile pe A,,

atunci functia limita f este integrabila pe A, si se poate scrie egalitatea

f(x,y)dxdy = lim || f, (x,y)dxdy (2.19)
(it -]

A,

Demonstratie:
*) Aratam mai intai ca sirul [”fk (x,y)dxdy} este convergent.
Az keN

Din (f, )keNA—”>f , conform criteriului lui Cauchy, pentru (V) &¢>0 (3) un

rang N, astfel incat pentru (V) k>N_, (V) p>1si (V) (xy)eA,

avem:

fo0Y) - fley) < A (2.20)
Calculam
{ [ fisp (. Yty - j [ f(x y)axdy| = J o (,y) = fi(x,y) iy <
< ',['Zﬂfkw (x,y)—f, (x,y)dxdy < ari;Az dedy =g
de unde deducem ca sirul {”fk (X, y)dxdy} este convergent.

Az keN
**) Aratam ca sirul [”fk (x,y)dxdy] - ”f(x,y)dxdy
A keN Az
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(def)
Fie Izlim ka(x,y)dxdy = pentru (V) e>0 (EI) N,. astfel incat pentru
A,

orice k >N, sa avem:

<& 2.21
3 (2.21)

”fk (x,y)dxdy — |

(def)
Din (fk)keNT“)f d:e; pentru (V) £>0 (3) N,, astfel incat pentru (V)

k>N,,, (V) (xy)eA, avem:

f (x,y)—f(x, &
[fi (x.y) (><y)|<SariaAz (2.22)

Fie p >max{N,,,N,, }

(def)
Din f) e A,) d:; pentru (¥) >0 (3) 8, >0 astfel incat pentru (V)

Ae(A,) cu A<, si (V) (Emy)e Ay avem:

€
= 2.2
<3 (2.23)

Oa (fp’(gjk Mk )) - pr (x,y)dxdy

Calculam:
|GA(f ’(&jk!njk))_ || < |GA(f’(<t:~jk!njk ))_ O-A(fp’(‘t-;jk'njk)l +

+ <

RSN (fp ) (éjk Mik )) - ”fp (X,y)dxdy

”fp (X,y)dxdy —1|

<Ztfo (1 eenp ) - 04 (o ey ) =

<

[f(‘:jk’njk)_fp(éjk’njk )](Xj = Xjq )(yk ~Yi1)

M= 10V

n m
< %+ 3ar?aA2 2206 =)0k~ Vi) = %% €
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Acest rezultat ne permite sa spunem ca f € Q(Az) si ca:
”f(x,y)dxdy == Ilim ”fk (x,y)dxdy
Az

Az

8) Fie f:A, > si A,=A,UA,, unde A,, si A,, sunt doua
dreptunghiuri care nu au puncte interioare comune.

Daca functia f este integrabild pe dreptunghiurile A,, si A,,,
atunci ea este integrabila si pe A, si are loc egalitatea

”f(x,y)dxdy = j j f(x,y)dxdy + “ f(x,y)dxdy (2.22)

A, A A

12 22

(2.22) exprima proprietatea de aditivitate fatd de interval a integralei
duble.

Demonstratia este imediata si foloseste definitia, folosind sumele
Riemann.

8.3. Integrala dubla pe domenii simple

Fie D — & un domeniu compact

Definitie:
Domeniul D se numeste simplu in _raport cu axa OY, daca
este definit de inegalitatile:

a<x<b, ¢,(x)<y<o,(x) (3.1)

unde ¢, si ¢, sunt functii continue pe [a,b] si (p1(x)£ (pz(x) pentru
orice X € [a,b].

263

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

Definitie:
Domeniu D se numeste simplu in raport cu axa OX, daca
este definit de inegalitatile:

c<y<d, \I/1(y)SX§\V2(y) (3.2)

unde vy, si vy, sunt functii continue pe [C,d] si \|/1(y)£\|12(y) pentru
orice y < [c,d].

in fig.1 este ilustrat un domeniu simplu in raport cu axa OY, iar in fig.2
este ilustrat un domeniu simplu in raport cu axa OX.

¥Y=@,(x)

- Figura 1 -
y
d R
==
cF--
=W (Y) x=uny)
X
- Figura 2 -

Prin analogie cu cazul dreptunghiului Azc&{2 pentru o functie

f:Dc > unde D este un domeniu simplu, se poate introduce
notiunea de integrabilitate si de integrald dubla pe D, toate proprietatile
demonstrate pentru dreptunghi fiind valabile si pentru un astfel de
domeniu.

in cele ce urmeaza, ne vom referi la calculul integralei duble pe un
domeniu simplu.
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Teorema:

Fie D < &, domeniul simplu in raport cu axa OY definit de (3.1)
sif:-D->R.

Daca: a) f este continua pe D
92(x)
b) pentru orice x € [a,b] exista If(x, y)dy

(P1(X)
Atunci:

2(x)
a) exista integrala iterata J'{ fx y)dy}dx;

a (P1(X)
02 (x)
b) J.J.f X, y)dxdy J.{ f x y)dy}dx (3.3)
al gr(x)

(3.3) este formula de descompunere a integralei duble in doua
integrale simple pentru un domeniu D &, simplu in raport cu axa OY.

b 92(x)
Integrala iteratd o notam si in acest caz mai simplu, _[ dx .ff(x,y)dy.
a 91(x)

Demonstratie:

Deoarece ¢, si ¢, sunt continue pe compactul [a,b] ele sunt si
marginite si Tsi ating marginile pe acest interval.

Notdm cu ¢ = m[irg](p1(x), d=max,(x) si consideram dreptunghiul
xela,

xelab]
A, =[a,b]x[c,d].

Fie multimile:

D1:{(X’y ¥ |X€[ab]’ yE[C(P1( )]}
D, ={xy)e¥ | xelab] yelo,(x)d]
D= {(X y | Xe[a b]; yE[(p1( )(Pz(x)]}

Evident avem A, =D, uDuUD,, dupa cum se observa si din figura 3.
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- Figura 3 -

Fie functia ajutstoare f: A, — g, definita de:
_ f(x,y), pentru (x,y)eD
flx ):{O pentru (x,y)e A, \D (34)
Tinand seama de faptul ca functia f continua pe D este integrabila pe
D, se poate arata ca functia f este integrabila pe dreptunghiul A, daca
se foloseste o teorema data de Lebesgue.

92(x)
Din ipoteza ca pentru orice x € [a,b] exista If(x)dy, putem afirma ca

91(x)

d

exista si integrala J' f(x,y)dy, deoarece daca folosim aditivitatea fatd de
[

interval a integralei simple, avem:

94(x) () @2(x)
ff(x yxy = If(x ydy+ [f(xy)y+ jf(x ydy = [f(x.y)xy
94(X) P2(X) 94(x)

conform (3.4)

d
Din fe t{A,) si pentru orice xelab] exista ﬁ(x,y)jy, conform

teoremei de descompunere a integralei duble pe dreptunghi, avem:

Hf(x,y)dxdy = de]j.f(x,y)dy
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”f(x,y)dxdy + J. _ﬁ(x, y)dxdy + '[ If(x, y)dxdy = j).dxj.f(x, y)dy

D,

Daca tinem seama de (3.4) obtinem:

”f(x,y)dxdy = TdXTf(X,yﬂy

Teorema 2:
Fie D — &, domeniu simplu in raport cu axa OX definit de (3.2) si
o functie f:D —> Q.
Daca:
a) f continua pe D
wa(y)
b) pentru orice y € [C,d] exista J'f(x,y)dx
wa(y)
Atunci:
d W (X)
a) exista integrala iterata J'dy J'f(x,y)dx;
c wq(x)
d Yo (x)
b) [[f0cy)dxdy = [dy [f(xy)x (3.5)
D c yy(x)
Observatie:

Daca domeniul compact D nu este simplu in raport cu una dintre axele
de coordonate, atunci il descompunem intr-un numar finit de subdomenii

D,,...,.D, cu U D, =D, fiecare D, fiind domeniu simplu.
k=1,n

O astfel de descompunere se poate realiza cu ajutorul unor paralele duse
la axele de coordonate. In acest caz,

”f(x, y )dxdy = kZH;J.I]‘(X,y)dxdy (3.6)
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Exemplu:
S4 se calculeze J.Ixzydxdy
D

unde D={(x,y)e&2 | x?+y?<r?, yzO}

Domeniul D este semidiscul de raza r situat in semiplanul superior
(figura 4).

- Figura 4 -

o.[*€ [-r,r]
'{y c [O,x/r2 —x2]

Deoarece D este domeniu simplu in raport cu axa QY, integrala se poate
calcula astfel:

d d d "o d 0 Zb X5 ' 2r5
x“ydx X |x = r2 ox2ldx =2 XX | 4
[[revacay =[x [tyoy=3 [t o= 0 -2
LY

Aplicatii ale integralei duble
1) Calculul ariei unui domeniu compact D < &

ariaD = J.J‘dXdy (37)

D

2) Calculul masei unei plici plane care ocupa domeniul compact D c &
avand densitatea datd de p:D —> .

M= [[p(x,y)dxdy (3.8)
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3) Calculul coodonatelor centrului de greutate al placii

1
Xy = M-[;[ xp(x, y Jdxdy
1 (3.9)
Yo =17 Ljyp(x,y)dxdy
4) Calculul momentelor de intertie pentru placa
lox = [[y?p(x,y Jdxdy
D
loy = [[X*p(x,y)dxdy (3.10)
D
lo = [[ (2 + y2 Jp(x, y )ixdy
D

8.4. Integrala tripla

Extinderea teoriei integralei Riemann la functii de doua variabile se poate
continua pentru functii care depind de un numar oarecare de variabile. in
cele ce urmeaza, vom prezenta cazul a trei variabile, pentru ca apoi prin
analogie, s& putem da teoria pentru n variabile. in cazul de fat,

introducem notiunea de integrabilitate pe domenii din & care au volum.

Fie A, c & paralelipipedul determinat de: A, =[a,,b,]x[a,,b,]x[a;,b,]
si consideram diviziunile:

Ay =(a; =Xy <Xy <...<X, =by)

Ag :(a3 =27<2y<...<Z, =b3)

Cu ajutorul acestora, vom putea determina o diviziune A a lui A;,
A=(A; j=1m k=1m; I=1p) (4.2)
unde Ay = lxj—joJX[YK—va]x[Z|—1,Z|]

Norma acestei diviziuni este definita de:
|A] = max(diam A,

k=1m

=1,p

(4.3)
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Fie o functie f: A, > Q.

Cu ajutorul punctelor arbitrar alese (ﬁjk,,njkl,gjkl)e Ay, formam suma
Riemann

GA(f’(éjkl’njklic.sjkl)):
n m p
= Zzzf(‘ijkl’njkl’cj'm )(Xj — X )(yk Y2 —2Z14)

=1 k=1 I=1

(4.4)

Definitie:

Functia f este integrabild pe A, (fe %(A,)) daca exista un
numar | cu proprietatea: pentru orice ¢ >0 exista un 5, >0 astfel
incat pentru orice diviziune A % (A;) cu ||A| <3, si orice alegere a

punctelor (&ik,,njkl,(;jkl)e A, are loc inegalitatea:
|GA(f’ (&jkl!njkl’Cjkl ))_|| <e (4.5)

Daca f este integrabilda pe A,, numarul | din definitie se numeste

integrala functiei f pe A; (sau integrala tripla a functiei f pe Az) si se
noteaza:

| = ”.[f(x y,z)dxdydz (4.6)
As
sau mai simplu, | = J-f
As

Definitia este complet analoga celei date pentru functile de doua
variabile. Fara nici o modificare in demonstratii, se poate extinde teorema
Darboux de integrabilitate precum si teorema care afirma ca orice functie
continua pe A, este integrabila pe A,. De asemenea, toate proprietatile

subliniate pentru integrala dubla se pot extinde si la integrala tripla.

Vom enunta in mod special numai proprietatile care conduc la cele trei
formule de medie precizdnd mai intdi ca pentru functia constanta

g:A, -k g(x, y,z)= 1, suma Riemann asociata ne da volumul lui A, .

n m

p

GA(g’(‘ijkl’njkI’Cjkl)): : ZZ(XJ _XH)(Yk Vi )Z-24)=
o i k=t =1 @)

= vol Ay, =vol A,
i1 k=1 =1
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1) Daca: a) f e i?x(A3)
b) m<f(x,y,z)<M (¥) (x,y,z)e A,

Atunci:
m-vol A, < J"”f(x y,x)dxdydz <M-vol A, (4.8)
As

2) Daca f € C°(A,), atunci exista (£,1n,C) € A, astfel incat:
J;J.J.f(x, y,x)dxdydz = f(g,n,g)- vol A, (4.9)

3) Daca f e C°(A,) si ge ©(A,), atunci exista (&,n,C)e A, astfel incat:
J:i”f(x, y,X)3(x,y,z)dxdydz = f(,m, C)J;”g(x, y,z)dxdydz (4.10)

Calculul integralei triple pe paralelipiped

Fie A, =[a,,b,|x[a,,b,]x[a;,b,] si f: A, > &

Notam A, =[a,,b,|x[a,,b,]c &

Teorema:

Daca: a) f este continua pe A,

by
b) pentru orice (x,y)e A, existd _[f(x, y,z)dz

as
Atunci:

by
a) exista integrala iterata I j['[f(x Y, z)dz}dxdy

Azl a3

b) '”J-f(x y,z)dxdydz = ”[Tf(x y,z)dz}dxdy (4.11)
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Observatie:

Teorema este valabila si in cazul unei functii f numai integrabile pe A, .

Formula (4.11) ne spune ca o integrala tripla se calculeaza
descompunand-o intr-o integrala dubla si una simpla.

b3
Daca notam cu F(x,y)= jf(x,y,z)dz si presupunem ca pentru orice

asz

b,
X e [a1,b1] exista IF(x,y)dy, atunci (4.11) devine:

a

T[]y x)ixclydz = [ax [y [ 1xy,2)dz w12
A a  a, a

si calculul integralei triple se reduce la calcularea celor trei integrale
Riemann simple.

Calculul integralei triple pe domenii simple

Fie un domeniu compact D c &°.

Definitie:
Domeniul compact Q X’ se nemeste simplu in raport cu
axa 0Z, daca este definit de

(xy)eD, w,(xy)<z<y,(xy) (4.13)

unde vy, si y, sunt functii continue pe D si v, (x,y)<y,(x,y)
pentru orice (x,y)eD
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Un astfel de domeniu este ilustrat in figura 5.

2=1,00Y)
Q
<
z=, (y)
b
€T,

- Figura 5 -

Prin analogie, in &, putem defini demenii simple in raport cu axele OY
si OZ.

Teorema:

Fie Qc ¥’ un domeniu simplu in raport cu axa OZ definit de
(4.13) si o functie f: Q > Q.

Daca: a) f este continua pe Q;
v2(x,y)
b) pentru orice (x,y)eD exista J'f(x,y,z)dz

vi(x,y)

Atunci:

y2(xy)
a) exista integrala iterata ” If(x,y,z)dz dxdy
D

ya(xy)

b) .”Jf X,Y,z)dxdydz = ”{ fo()x y,z)dz}dxdy (4.14)

ya(xy)

Daca domeiul D c & este simplu n raport cu axa OY fiind definit de:
a<x<b, g,(x)<y<g,(x)

atunci (4.14) devine:

H f(x,y,x)dxdydz = J'dx%j.x(;wafy()x y,z)dz (4.15)

a 01(x)  wi(xy)
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Subliniem si in acest caz faptul ca teorema ramane valabila si Tn cazul in
care functia f este numai integrabila pe Q.

Exemplu:

Sa se calculeze integrala: | = ML&?’
o (1+x+y+2)

unde Q este tetraedrul delimitat de planele x=0, y=0, z=0,
X+y+z=1. (figura 6).

- Figura 6 -

Se vede imediat ca Q este un domeniu simplu in raport cu OZ si poate fi
reprezentat prin:

(x,y)eD
Q:
{x e[01-x-y] (4.16)
Y
B
y =1-x
D
O
y=0 A X
- Figura 7 -

De asemenea D c & (figura 7) poate fi reprezentat ca domeniu simplu
in raport cu axa QY prin:
[xe[0/1]

: {y c[01-x] (4.17)
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Prin urmare, integrala data se poate calcula astfel:
1-x-y

_ d
| = ijdxdy j m

0

Tnsa
1-x-y |1—x—y

[ |
. (L+x+y+2)° 201+ x +y +2)°], 2|(1+x+y)* 4

/)
)]

Aplicatii ale integralei triple

1) Calculul volumului unui domeniu compact Q c &&°
V = [[[dxdydz (4.18)
Q

2) Calculul masei unui corp tridimensional care ocupa domeniul compact
Q c & avand densitatea data de functia p: Q — .

M = [[[p(xy,z)dxdydz (4.19)

3) Calculul coodonatelor centrului de greutate al acestui corp
1
Xg = v J:” xp(x,y, z)dxdydz
Q

Vg = &jijyp(x, y,z)dxdydz (4.20)

z, = &J'”AZ[)(X, y,z)dxdydz
Q
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4) Calculul momentelor de intertie fata de axele de coordonate, planele
de coordonate sau originea sistemului de axe.

lox = ”j(yz + 22 )p(x,y,2)dxdydz

lyoy = ”J'zzp(x, y,z)dxdydz (4.21)

lo = J'“.(x2 +y?+22 )p(x,y,z)dxdydz

5) Potentialul newtonian in punctul PO(XO,yO,ZO) creat de acest corp.

U(Xo,yO’ZO):J;[-[\/(X—X

p(x.y,z)dxdydz
o) +(y-yo) +(z-2,)

(4.22)

8.5. Schimbarea de variabila in integrala multipla

Pentru o functie f:E c &' > @ (E domeniu compact) putem introduce
notiunea de integrabilitate si de integrala multipla de ordinul n a functiei
f pe compactul E, notata:

”...J.f(x1,...,xn)dx1...dxn (5.1)
E

Procedeul este analog cazurilor n=2 sau n=3.

Pentru integrala (5.1) se poate enunta teorema de descompunere intr-o
integrala multipla de ordinul n-1 si o integrala simpla.

In multe cazuri, in functie de forma domeniului, se prefera sa se apeleze
la o schimbare de variabila, calculele simplificAndu-se considerabil.

in cele ce urmeaz&, vom incerca sa punctdm problema schimbarii de
variabila in integrala multipla, fara a intra in detaliul demonstratiilor.

Fie functia vactoriala ®:Ec' -4, dJ:((p1,(p2,...,(pn) definitd de
relatiile:
X = ¢ty t,ty)
X, = @yttt
2 (P2(1 2 ) (t1,..tn)eE (5.2)
X :(Pn(t11t21""tn)
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o

si ty = (typtoprmton) €E

Definitie:
Functia ®@ este regulata in t, daca:

a) ® e C'(V(ty)), V(t,) este o vecinatate a punctului t,.

D0y..0)

b) Determinantul functional
D(ty,....tn) licto

De asemenea, vom spune ca functia ® este regulatd pe multimea

deschisad E — ' daca ea este regulata in orice punct t e E .

Functia @ o mai numim gi transformare regulatéd. O astfel de functie
transforma compactul E = i tot intr-un compact, (D(E)C .

Se demonstreaza urmatoarea:

Teorema:
Fie functia f: ®(E) >
Daca:
a) e EcY — ' este o transformare regulata.
b) f este continua pe ®(E)

Atunci exista si sunt egale urmatoarele integrale:

”(..).J'f(xw...,xn)dx1...dxn = (5.3)
D(E

-JI- jf[@1(t1,...,tn),...,(pn(t1,...,tn)1w

by

dt,...dt,

(5.3) este formula schimbérii de variabile in integrala multipla.

In continuare, vom da exemple de schimbari de variabile folosite pentru
calculul integralelor duble si triple.

1) Schimbarea de variabile in coordonate polare

Pornind de la coordonatele polare r si 0, putem defini transformarea
regulata ®:E c & — & prin
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Y
. MOcy)
r
o 2]
X
X = @4(r,0) =rcos0 )
, (n0)eEck :
{yz(pz(r,e)zrsine r0)cEck (54)
in acest caz
D(¢,,9,) | cos®  sind . 55
D(r,0) |-rsin® rcos6| (5-5)

Pentru o functie f: ®(E)c & — I, f continua pe ®(E) avem:

dg)f(x,y)dxdy = IEjf(r,e)rdrde (5.6)

Daca, in particular, multimea ®(E) este discul (x2 + yz)s R? (figura 8)

2R

-R R X

- Figura 8 -
pentru transformarea regulata @,
x=rcos® rel0R]
o (5.7)
y=rsind ~ 0e[02r]
multimea E =[0,R]x[0,2x] este un dreptunghi (figura 9)
8

27

¥

0 R r
- Figura 9 -
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si conform (5.6) avem:

j j f(x,y)dxdy = j j f(r,0)rdrde = TrdrTf(r,e)dG (5.8)
®(E) E 0 o0

Astfel, aria discului de raza R, se calculeaza simplu:
R

A= dedy:jrdRTd@:%

R
05" = nR?
@(E) 0 0

2) Schimbarea de variabile in coordonate polare generalizate
Transformarea regulatd @ :E c & — & este definita prin relatiile:

= ,0) = 0 5.9
X=pno)=arcosb o £ apeg (59)
Yy = ¢,(r,0) =brcos6

D(¢p,9,)
———=-=abr
D(r,0) (5.10)
Pentru f: ®E)c & - 18, f € C°(®(E)) avem:
| j f(x,y)dxdy = ab j [f(r,0)rardo (5.11)
o(E) E
Cu ajutorul transformarii regulate (5.9) putem calcula aria elipsei cu
2 2
semiaxele a si b, a carei ecuatie este X—2 + Z— <1
a
In cazul de fata,
X=arcosf e [0,1]
. (5.12)
y =brsind ' 0¢(0,27]
A

27

@ (E) \ i
N | S

Y

0 1 r

- Figura 10 - - Figura 11 -
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A= J-J.dxdy =ab J-'[rdrde = abj.rdrzfde = ab%
) ) 0 0

1
9|§7T = nab
®(E ®(E 0

3) Schimbarea de variabile in coordonate sferice
Pornind de la coordonatele sferice r,0,¢

4
MOy, 2)
r

1

|

) 8 I

- 1
(P - - - 1 y

=
% M'(6y,0)

putem defini transforamrea regulatd @ :E < & — & prin relatiile:

X = @4(r,9,0) =rcos0cos ¢

y = 9,(r,¢,0) =rcos6sing , (r,,0)cE c &
z=05(r,0,0)=rsin®

Pentru aceasta transformare, determinantul functionale este:

D((P1’(P21(P3)

=r2cos0
D(r,¢,0)

Pentru f: ®(E) - &g, f € C°(@(E)) avem
j-”f(x,y,z)dxdydz = J-_Uf(r, ©,0)r? cos0drdode
D(E) E

Daca multimea ®(E) este sfera x* +y* + 2> <R.
Din figura 12, pentru transformarea regulata ® cu
X =rcos@cosq ' < [O.R]
=rcosOsing 0 [—E,E}
y=re ) AR Y
z =rsin 0 <[027)

multimea E este paralelipipedul (figura 13), definit de:
E = [O,R] [_ glﬂ «[0,27]
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P
27
i
' E
> I
y : 3
-
s O 0
¥ R
s
- Figura 12 - - Figura 13

Conform (5.15) avem:
[[[f0cy,z)dxdydz = [[[f(r,0,0)r* cos bdrdede =
o (E) E

(5.17)

N 13

R 2n
- Irzdr cos edejf(r,e,(P)d(P
0 0

N a

Astfel, putem calcula cu usurinta volumul sferei de raza R.
V= J.J.J.dxdydz = ”Irz cos0drdode =
o(E) E

_4nR®
3

R g 2n r3 R T )

2 _ I . 2 T

!r ercosedeld@ =3, Sln9|€<P|o
2

4) Schimbarea de variabile in coordonate sferice generalizate

Transformarea regulatd @ :E c i&® - &&° este definita astfel:
x = ¢,(r,9,0) = arcosHcos ¢

y = ¢,(r,9,0)=brcos0sing , (r,¢,0)cEc (5.18)
z=¢,(r,9,0)=crsin®

unde a,b,c € IR, iar determinantul functional este:
D(@1,¢,.¢;)

=abcr?cos0
D(r,,0) (5.19)
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Pentru f: ®E) —» &, f € C°(®(E)) avem:
”jf(x,y,z)dxdydz = ach‘J‘If(r,(p,e)r2 cos0drdode (5.20)

@(E)

5) Schimbarea de variabile in coordonate cilindrice

Pornind de la coordonatele cilindrice r,0,z

z
M(x,y,2)
z
o
r
5 b
X M'(,y,0)

putem defini transformarea regulatd ®:E c & — & prin:

X = @4(r,0,¢) =rcos0
y = ¢,(r.6,0)=rsing, (r,6,z)cEc¥’ (5.21)
Z=q4(r0,90)=2

Determinantul functional este:
D(91,0,9)
D(r,,0)

iar pentru f: ®(E)c & > 18, f e C°(®(E)) obtinem:

ﬂEI)f(X’ Y, z)dxdydz = Ié”f(r e,z)rdrded(p (5.22)
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8.6. Integrale simple improprii

Notiunea de integrala (definitd) a fost introdusa pentru functii marginite
definite pe un compact.

Prin urmare, ne putem pune problema in ce masura poate fi extinsa
notiunea de integrala (definitd) pentru functii marginite sau nemarginite
definite pe un interval necompact.

Definitie:

Integrala definita pentru o functie marginita sau nemarginita
pe un interval necompact, daca exista, se numeste integrala
improprie sau integrala generalizata.

Pentru a intelege mai bine acest tip de integrabilitate, sa incepem cu
urmatoarele exemple:

1
1) Functia f:[a,+0)—>1Q, f(x):/I este functie continud pe orice
+

X2

compact [a,u]c [a,+) deci integrabila pe [a,u], iar integrala

[f(x)dx = | 1 f))((z = arctg u—arctg a

a a

reprezintd aria domeniului cuprins intre graficul functiei, axa OX si
dreptele x=a, X =U.

Cu observatia ca
Iim[actg u—arctg a] = g— arctg a

. . . ) . rodx .
putem afirma ca se poate da un sens integralei improprii, j1—2 ca arie
+X
a
a domeniului nemarginit cuprins intre graficul functiei, axa OX si dreapta
X=a.

1
2) Functia f:[1+0)—>1Q, f(x)z— este continud, deci integrabild pe
X

orice compact [1,u] c [1,+x) si avem:
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u

J.f(x)dx= d—X:In u
1 1 X

: , . . T dx
Cum limlnu =0, putem afirma, in cazul de fatd, ca integrala '[— nu
X
1

U—o0

are sens.

1

3) Functia f:[01) >, f(x)= 1—x?
- X

este continua, deci integrabila pe

orice compact [0,u] = [0,1), iar

dx
1-x

O e

= = arcsinu

: . T L . .
Cum IquarCSInnu:E, inseamna ca putem da un sens integralei
Uu—

u<1

1
j dx ~ pe intervalul necompact [0,1).
0

1
4) Functia f: (0,1] > g, f(x) = — este continua, deci integrabild pe orice
X

compact [u,1] < (0,1] si avem:

1 1
dx _ 1 1

!f(x)dx_gx_f*_zuz 2

Deoarece Iirrg[ziz—%} = o0, putem afirma ca, in acest caz, nu putem da
u— u
u>0

1
un sens integralei Id—;( pe intervalul (0,1].
X
0

Fie o functie f:[a,b) - I unde b poate fi finit sau infinit. Presupunem ca
fe i}([a,u]) pentru orice compact [a,u]  [a,b).
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Definitie:
Functia f este integrabild impropriu (in sens generalizat) pe
[a,b) daca exista si este finita limita:

u (no)b b-0
lim f(x Jdx = J'f(x)dx sau J'f(x)dx
u<b a a a

b-0
In acest caz, spunem ca integrala improprie '[f(x)dx este convergenta.

a

Observatii:

1) Daca f este integrabila pe compactul [a,b] atunci ea este si inegrabila
in sens generalizat pe [a,b) iar cele doua integrale sunt egale.

Reciproca nu este totdeauna adevarata.

u b-0
2) Daca Iing_[f(x)dx nu exista sau este infinitd, atunci integrala _[f(x)dx
u<b a a

este divergenta.

3) Functia f:(a,b] > unde a este finit sau infinit este integrabila
impropriu pe acest interval, daca exista si este finita limita:

b (not) b
lim j f(x)dx = j f(x)dx

u>a u a+0
4)Daca f: (a,b) — 1, atunci prin definitie:

bIof(x)dx = j.f(x)dx + bJ_.Of(x)dx (6.1)

a+0 a+0 c
unde a<c<b, iar integrala din stanga este convergentd numai daca
cele doua integrale din dreapta sunt convergente:

5) Daca f : [a,b]\ {c} — I atunci, prin definitie

_Tf(x)dx = CJ_'Of(x)dx + Tf(x)dx (6.2)
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La fel, integrala din stdnga este convergenta, daca cele doua integrale
din dreapta sunt convergente.

6) Daca in (6.2) cel putin una dintre integralele din dreapta este
divergenta, dar exista si este finita limita

Igiirgrff(x)dx+ .Tf(x)dx} 63)

C+e

atunci spunem c& f_este integrabild pe [a,b] in sens Cauchy (in sensul

valorii principale) si notam:

Iim{cj‘gf(x)dx + j‘f(x)dx} = ijlf(x)dx (6.4)

e—>0
c+e

Exemplu:

Functia f:[a,b]\{c} > g, f(X)= nu este integrabila impropriu pe

acest interval deoarece

c-0 c-0 d u d

Jf(x)dx: _[—X = lim —X:Iim[In|u—c|—In|a—c|]:—oo
X—C u—>cd X—C u-c

a a u<c a u<c

c—¢ b
Dar lim[ | dx + dX 1_1n|2=C (finita)
g0 2 X—-C CJraX—C a—cC

si putem trage concluzia ca functia data este integrabila in sens Cauchy
pe [a,b].

@

Definitie:
b-0
Integrala improprie If(x)dx (unde b este finit sau infinit)

a

b-0
este absolut convergenta, daca integrala '[|f(x)|dx este
a

convergenta.
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Criterii de convergenta

1) Criteriul lui Cauchy

Fie f:[a,b) > (b este finit sau infinit) si presupunem ca f este
integrabila pe orice compact [a,u] = [a,b).

b-0
Integrala J.f(x)dx este convergenta daca si numai daca pentru orice

a

e >0 existd un b, <b astfel incat pentru orice u’,u” <b, cu proprietatea
b, <U <u” <b are loc inegalitatea

u"

jf(x)dx

u'

<g (6.5)

Demonstratie:

u b-0
Notam F(u)=_[f(x)dx pentru (V) ue(ab). Daca If(x)dx este

convergentd, atunci exista si este finita limita, Iirrg f(x)dx = functia F
u<b a

are limita finitd in u=b = conform criteriului Cauchy-Bolzano de la

functii avem: pentru orice ¢ >0 existd b, <b astfel incat pentru orice

u,u” cu b, <u'<u”"<b saavem:
|F(u")— F(U'X <g (6.6)

Rezulta

Tf(x)dx - u.rf(x)dx

<ég

adica <g

Lj:f(x)dx

Deoarece conditia din criteriul Cauchy-Bolzano este necesara si
suficienta, rezulta si implicatia inversa.
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2)Fie f:[a,b)>1Q, fe i}([a,u]) oricare ar fi compactul [a,u]  [a,b).

b-0
Daca I f(x)dx este absolut convergenta atunci ea este si
a
convergenta.

Demonstratie:
b-0 b-0

Din If(x)dx absolut convergenta = “f(x]dx convergentd =

a a

conform criteriului Cauchy avem pentru (¥) £>0 (3) b, <b, astfel incat
pentru orice b, <u’ <u” <b are loc onegalitatea:

lj”f(x)dx <g (6.7)

u”

j (x)dx

u

<I ]dx<8 si conform criteriului lui Cauchy, rezulta

b-0
J.f(x)dx convergenta.

a

3) Criteriul comparatiei

Fie f,g:[a,b) — & (b finit sau infinit)
Daca: a) 0 <f(x)<g(x) pentru orice x € [a,b],
b) f si g e #{[a,u]) pentru orice [a,u] c[a,b)

Atunci'
b-0

Ig(x)dx convergentd = J.f x)dx convergenta

a

) jf(x)dx divergentda = jg(x)dx divergenta
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Demonstratie:
b-0 u

a) Din Ig(x)dx convergenta = exsita si este finita Iirrgfg(x)dx.
a u<b a

Notam F(u) = '[f(x)dx si folosim proprietatea de monotonie a integralei
a

simple

F(u) = Tf(x)dx < j'g(x)dx < Limjg(x)dx

u<b a

Rezultd ca functia F crescatoare pe [a,b) este si marginitd pe acest

u—b u—b
u<b u<b a

u u
interval. Deci existd limF(u)=lim | f(x)dx =finitd. Rezulta ca j f(x )dx
a

este convergenta.

b-0
b) Daca presupunem Ig(x)dx convergenta, conform punctului a) ar
a
b-0
rezulta I f(x)dx convergenta, deci contradictie.

a

4) Fie functia f :[a,+0) >, a>0

Daca:
a) f(x)>0 (V) xe[a+x),
b) f e #[a,u]) (V) [a,u] < [a,+x)
c) limx*f(x)=A >0

X—

Atunci:

a)daca a>1, 0<A<wo = J.f(x)dx convergenta

a

b)daca o<1, 0<A<o0 = _[f(x)dx divergenta
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Demonstratie:
(def)
Din limx*f(x)=A = pentru orice £¢>0 existd b, >a astfel incat

X—0

pentru orice X >b, avem:

x“f(x)—A‘ <eg,adicd A-e<x*f(x)<A+¢g,sau

A-c¢
X(X

<f(x) < ij; € (6.8)

In continuare, se foloseste criteriul comparatiei stabilind, mai intai, natura

0
integralei Jd—f dupa valorile parametrului o .
X

o pentru a <1
—L_Jim[ure —ate]= at

0

jd—fz Iimjl'dX = limX—|

X u—od X u—wl— Ofy 1 Ol u—>» pentru a>1
a a 1_
Pentru oo =1 avem
J‘ Ilmjdx_ lim[Inu—Ina] =
uU—o u—w

Se obtine

J’ dx convergenta pentru o >1

. X* divergenta pentru a <1

5) Fie functia f :[a,b) > I, b finit

Daca:
a) f(x)>0 (v) xe[a,b),
b) f e [a,u]) (V) [a,u] =[a,b)
c) Iirrg(b -x)*f(x)=A>0
x<b
Atunci:
b-0
a)dacd o<1, 0<A<wo = If(x)dx convergenta
1:0
b)dacda a>1, 0<A<owo = jf(x)dx divergenta
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Demonstratie:
(def)
Din Iirrg(b—x)“f(x) = pentru orice €>0 existd b, <b astfel incat
X—>

x<b

pentru orice b, < X <b se poate scrie egalitatea:
‘(b —x)*f(x)- A‘ < ¢, adica

A A
. x?“ <f(x) < b —+x§°‘ (6.10)

Si in acest caz se foloseste criteriul comparatiei dupa ce se stabileste
b-0

X
natura integralei I d—a
a (b - X)
b-0 u o, a>1
dX : dX 1-a
=lim mib-a)™ —(b—u)" 1o
!(b—x)“ 223 b-x)" 1= ag<b[ - % <1
Pentru o =1, integrala este
dx
= mj = In|b al—Injb —uf] =
Se obtine
°° dx convergentd pentru o <1 6.11)
d (b — X)“ divergenta pentru a.>1 '
Exemple:
1) Integrala Tsd—xz este convergenta deoarece
oVXT + X" +2
lim x*f(x) = lim X =1 daca a = 3 >1
X xo0fx3 4 x% 42 2
2
2) Integrala Ictgxdx este divergenta deoarece
0
lim x“f(x) = lim x* C?SX =1 pentru a. =1
X0 x>0 sinx
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3) Integrala Ix“e‘xdx, a > 0 este convergenta pentru orice o € i

a

Intr-adevar, pentru X >0 putem scrie
2 n n
eX=1+24% 4 X4 5X nep
1 2 n! n!

rezulta

_ . B
0<e™* <™ adica x“e™* <
Xn n—o

X

Cum pentru orice o € !Q se poate determina un n e {3 astfel ca n—o > 1
T odx
si cum _[Ta este convergenta conform rezultatului (6.9), putem apela la
X
a

criteriul comparatiei si tragem concluzia ca integrala data este
convergentd pentru orice a € Q.

1
dx :
4) Integrala J.T este convergenta conform rezultatului (6.11) deoarece
X
0

(S ¢ odx . ) -
a= E <1, iar integrala I— este divergenta conform aceluiasi rezultat
0 XA/ X

deoarece o = % >1.

o0

. _x2 o . . .

5) Integrala Euler-Poisson, Ie *dx este covergenta conform criteriului
0

comparatiei.

Intr-adevar, putem scrie

© 1 ©
je-xzdx = je‘xzdx+_|.e‘x2dx (6.12)
0 0 1
Folosim inegalitatea
e <e* pentru x >1 (6.13)
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si calculam:

je *dx = I|m e *dx = Ilm[l—e }:
U~>00 U—>o0| e

1

e

Din convergenta integralei _[e’xdx si (6.13) rezulta convergenta
1

integralei J-e‘xzdx :

Calculul integralei Euler-Poisson

Vom da o metoda simpla pentru calculul acestei integrale folosind
monotonia integralei simple gi inegalitatile:

2\ —nx
(1 - ) =e pentru x € [0,1]
e—nx2 <

= ~ pentru x €[0,) (6.14)
(1+x2)

Putem scrie ca:

I(—xz)ndxsie‘”*zdxsTe‘”dexST 1 dx
0

0 o (1+x2)
si retinem
1
[(1-x2) ax <J.e ™ dx <j 1 _ax (6.15)
: o(1+x)
1 2
Pentru I dx deducem relatia de recurenta |, = —nln_1
0 2n +1
astfel ca obtinem:
(2n)!
" 2n+ ) (6.16)

[e'e]

Pentru J, =I 1
o1+ x2

~dx deducem relatia de recurenta J, = 2n-3

obtinem:
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_z(2n-3)1

J = nmie 9
nT2@2n-2)N

(6.17)

De asemenea Ie‘”"zdx = %Ie“zdt daca facem schimbarea +nx =t .
n
0 0

Astfel sirul de inegalitati (6.15) se scrie:

10) L 2n-3)11
*/ﬁ(z(n+)1)!!gle dxs%‘/ﬁgzz—zgu (6.18)

Tinem seama de limita lui Wallis,
(2nm)n p

li - T

o v2n+12n-n1t V2 (6.19)
si deducem

Jedx= % (6.20)

0

8.7. Integrale multiple improprii

Pentru simplitate, vom prezenta numai cazul integralei duble, rezultatele
putdnd cu usurinta sa fie extinse, pentru integrala tripla sau integrala
multipla de un ordin oarecare.

Am definit integrala dubla ”f(x,y)dxdy a functiei reale f, definita si
D

marginita pe un domeniu compact D .

Vom extinde aceasta definitie mai intai pentru cazul in care D nu mai este
marginit si apoi pentru cazul in care pe domeniul D marginit este definita
o functie nemarginita.

Definitie:

Domeniul Dc &’ este nemarginit daca el contine puncte
exterioare oricarui disc cu centrul in originea sistemului de
coordonate (figura 14).
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%f

ad
NA

- Figura 14 -

Definitie:
Multimea nemarginiti D — i admite o exhaustiune, daca
exista un sir (Dn) de domenii compacte din &* cu proprietatile:

neN

1) D,cD,cD;c..., UD, =D

n>1
2) pentru orice multime compacta A cD exista un nef@
astfelca AcD,

De exemplu, daca consideram sirul crescator de numere pozitive (Rn )neN

cu limR, =0, si discurile K, = {(x,y)e @Xz +y* < R,z]} putem defini

n—oo

multimile compacte D, =K, nD.

Sirul (Dn )neN astfel construit, este o exhaustiune a domeniului nemarginit
D.

Fie f:Dc&’ > g, D este domeniu nemarginit si presupunem ca f
este integrabila pe orice subdomeniu compact A <D.

Definitie:
Functia f_este integrabild impropriu pe domeniul nemarginit
B, dacad exista un numar finit lelQ astfel ca pentru orice

exhaustiune (D,) , alui D sa avem:

r!irrl”f(x,y)dxdy = (7.1)
Dn

Numarul | se noteaza:

= [[f(xy)dxdy (7.2)
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si se numeste integrala improprie a functiei f pe domeniul nemarginit D .
In acest caz mai spunem ca integrala improprie este convergenta.

Exemplu:

Functia f: &2 = 12, f(X,y)= Xy nu este integrabila pe .

Vom considera doua exhaustiuni distincte pentru &’ .

*) Fie exhaustiunea (Dn)neN formata din discurile
D, = {(x,y)e &z‘xz +y% < nz}

Calculam ”f(x,y)dxdy folosind coordonatele polare:
Dn
{x =rcosO re[0,n]
y=rsind 0¢e[0,2n]

n 2n

nydxdy = jldrTr3 sinfcosdo = jlrSdrTsinecos 0do = rt
D, 0 0 0 0 4

in2
+S|n 0
0 2

=0

0

Prin urmare, lim ”xydxdy =0.
Dn

**) Fie exhaustiunea (D), formata din patratele D/, = [-n.2n]x[-n,2n]

2n 2n 2n 2n
JE;J. xydxdy = :[nxdx_J'nydy = X?z _ny?z ; = (%)

'
n

2 2
Cum lim ”xydxdy= Iim(%} =o tragem concluzia ca ”xydxdy
D, R2
este o integrala improprie divergenta.

Pentru integralele improprii pe domenii nemarginite, subliniem
urmatoarele
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Criterii de integrabilitate

1) Fie f:Dc & — &, D - domeniu nemérginit, f(x,y)z 0 pentru orice
(x,y)e D, si f integrabila pe orice compact A < D.

Functia f este integrabild impropriu pe D daca si numai daca
existd o exhaustiune (D,) _, a domeniului nemarginti D astfel ca s&
existe si sa fie finita limita.

lm J;J.f(x, y)dxdy

si avem ”f(x,y)dxdy = lmjjf(x,y)dxdy
D D,

Observatie:

In cazul functiilor pozitiv definite, este suficienta verificarea conditiei (7.1)
din definitie, cu o singura exhaustiune.

Demonstratie:

Implicatia “=” este efidenta conform definitiei.
Pentru implicatia “<” presupunem ca pentru exhaustiunea (Dn)neN
exista si este finita

rI]Tgoij‘f(x,y)dxdy =1 (7.3)

Fie o alta exhaustiune (D) _, a Iui D. Cum D/, cD este o multime

neN

- H !
compactd va exista un K, € {3 astfel ca D;, < D .

Cum f(x,y)z 0 pe D, avem:
yf(x,y)dxdy < E;”.f(x,y)dxdy <l (7.4)

Kn

si rezultd ca sirul monoton crescator (”f(x,y)dxdy} este marginit
D,

neN
superior, deci este convergent.
Prin urmare, exista I' € I, marginit astfel ca
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lim ! j f(x,y)dxdy = (7.5)
in plus putem scrie

<1 (7.6)
Schimband rolul celor doua exhaustiuni obtinem:

<[ (7.7)
de unde deducem | =I". Cum exhaustiunea (D)., a fost aleas3 arbitrar,

deducem ca f este integrabila impropriu pe D .

Exemplu:

Functia f:D =[0,00]x[0,00] = (0,0), f(x,y): e’(xz*yz)dxdy este integrabila
pe D.

Fiind functie pozitiv definitd, este suficient sa consideram o singura
exhaustiune (D, ).

De exemplu, consideram sferturi de disc:
D = {(x y)e @f‘xz +y?<n® x>0,y > 0} si calculam Hf(x,y)dxdy
Dn

x=rcos0 rel0,n]
y=rsin0 0¢e[0,n/2]

”e‘(x2+V2 Jdxdy = jldrzfre‘rzde = ]lre‘rzdrnjgde = E(l e J
D, 0 0 0 0

22 2
iim [[ e laxdy = lim E(l—ﬂ) _x
""p; me2\2 2 ) 4

folosind coordonatele polare: {

Deci integrala este convergenta si avem:

” g by’ )dxdy = %

[0,00)x[0,00)

2) Fie f:D <& — 18, D domeniu nemérginit si presupunem ci f si |[f|
sunt integrabile pe orice compact A < D.
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Functia f este integrabild impropriu pe D daca si numai daca |f|

este integrabilad impropriu pe D .

3) Criteriul de comparatie

Fie f,g:Dc &’ -, D domeniu nemarginit si presupunem ca f si g
sunt integrabile pe orice compact A < D.

Daca: a) g este integrabila impropriu pe D

b) [f(x,y) <|g(x.y) (V) (xy)eD
Atunci f este integrabila impropriu pe D .

Exemplu:

Functia f:Dc& — 1, D nemérginit, f(x,y)= sin(x,y) este
(x2 +y2 +a?)"
integrabila impropriu pe D pentru o > 1.

Avemn | sin(x +y) |s 1
(x2+y2+a2)u‘ (x2 +y% +a?)*
Cum functia 1 - este pozitiv definita pe &, verificarea

(x? +y2 +a?)
integrabilitatii acesteia pe domeniul nemarginit D — & o facem folosind
0 singura exhausiune.

Fie (D,)._ unde D,=K, "D, K, fiind discul de raza n centrat in
origine.
K, = {(x,y)e&{2|x2 +y?<n?}

Deoarece g(x,y)>0 pe D iar D, cK,, putem scrie:

dxd dxd T
”(2 xdy s”(z Xzyzu:!dr.([mdez

Dx+y Knx+y+a)

I drIde , 2 +a?) ™ [(n 11 }

2 —o+1 \0 1—al(n? +a2)" a2

299

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

dxdy _ T

Cum lim ”

n—oo

pentru o >1 rezultd ca sirul

(x2 +y? +a? (1-a)a2*"

crescator [” dxdy J este marginit superior deci este
neN

(x2 +y? +a?)’
convergent.
Deci ” dxdy este convergentd si cu criteriul comparatiei,
x +y? +a?

rezulta conevrgen’;a mtegralei date.

Sa consideram acum cazul unei functi f:D\{(x,y,)} =& unde

D — &&? este un domeniu compact.

Izoldm punctul My(x,,Y,) cu ajutorul unei vecinatati V (figura 15) si
consideram multimea compactd D\ V . Presupunem ca f este integrabila
pe orice compact de forma D\ 'V . Notam cu d(V) diametrul multimii V.

= e

- Figura 15 -
an

Definitie:
Functia f este integrabild impropriu pe D dacéd existd un
numér finit | € I3 astfel incat pentru orice sir de vecinatati (V, )neN cu

V.oV, (he® silimd(V,)=0 si avem:

lim ”f (x,y)dxdy =1 (7.9)

n—o
D/Vy

Numarul | se noteaza

= [[ 6 y)dxdy (7.10)
D
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si se numeste integrala improprie a functiei f pe domeniul D. De
asemenea spunem ca integrala improprie este convergenta.

Rezultate asemanatoare celor de la integrala dubld pe domenii
nemarginite pot fi stabilite si in acest caz.

Ne rezumam doar la un exemplu.

Sa se arate ca

dxdy
ot ooy 749

unde D= {(x, y)e &ﬂ(x —Xo Y +(y-y, ) < R2} este convergentd pentru
a €(0,1).

in acest caz, M, = (x,,y,) si consideram sirul de vecinatati (V, )., unde

2 2 1
v, ={(x,y)eD\(X—Xo) +y-vo) <n—2} (7.12)

Y

- Figura 16 -

Atunci

dx rdr__2 r2-2«
”[X X, )2 +(y Yo )] lde 2-20

R

— T R2—2cx_ 1
1 1-g n2(-e)

n

daca folosim schimbarea de variabila:
X—X, =rcos® 0¢[0,2n]
y—Y, =rsind rel1/nR]
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2(1-a)
lim J’ j dx __n Iim{R“‘*— 1 }:“R dacs
by, [(x—xo)2 +(y—y0)2] @ Qg n2(t-e) 1-o

a €(0,1)

Deci putem scrie ca

dx CaRM 1
IDI[(X—Xo)2 sy -yo)t]  1-o daca o€ (0,1)

8.8. Integrale cu parametru

Fie dreptunghiul D = [a,b]x [C,d] c &, sifunctia f:D >

Presumunem ca pentru orice y € [c,d], functia f este integrabil pe [a,b]
b

in raport cu variabila X, deci exista J.f(x,y)dx.

Notam

Fy)= [ flxy)dx )

unde F:[c,d] — & si o numim integrald cu parametru.

In cele ce urmeaz&, vom céuta s& stabilim leg&tura care exista intre
structura Iui f si structura lui F, mai precis, in ce fel si in ce conditii
proprietatile functiei f se transfera functiei F .

Teorema 1:
Daca f este continua pe D, atunci F este continua pe [c,d].

Demonstratie:

(def)
Din feC°(D) cu D - compact = f este uniform continua pe D =

pentru (V) &£>0, (3) &, >0 astfel incat pentru orice (x,y') si
yl_y”

X' —x" < 9§, sa avem:

(x",y")eD cu

<90, si
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)10y} < = 62)
—a

In particular, pentru x' = x" = x si orice y',y" € [c,d] care verifica conditia
|y' — y"| <9, , avem

[f(x,y") - f(xy")| < —5— (8.3)
b-a
Calculam
b b b
F(y)=F(y") ={[[FOoy) = 0 y")ldx| < [IF(x,y) = F(x,y"felx < bL [ax=¢
a a —aa
pentru (V) y,y"e [C,d] cu ly' —y"|<8,.

Rezulta de aici continuitatea Iui F pe [c,d].

Teorema 2:

of
Daca f si — sunt continue pe D, atunci functia F este
derivabila pe (C,d) si are loc egalitatea

b
F(x)= [ 2 (x,y)x (8.4)
20y

(8.4) este formula de derivare in raport cu parametrul a unei
integrale cu parametru.

Demonstratie:
Din f CO(D) —=FeC° ([c,d])

of of (def)

Din = e C°%(D) cu D compact = < uniform continud pe D = pentru
oy oY%

(V) £>0 exista 5, >0 astfel incat pentru orice (x,y’), (x".y")eD cu
X' =x"| <8, si |y’ -y'| <5, saavem:

ﬂ(x',y')—i(xﬂ,y”) < € (85)

oy oy b-a
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in particular, pentru X' =x"=x, y'=y+h si y"=y cu he(0,8,) putem

scrie

X xy +h) - (xy) <

(8.6)
oy oy —a
Calculam
b
F(y+h)—F(y):If(x,y+h)—f(x,y) Iaf (x.y +h*)dx
h a h a Oy
conform teoremei cresterilor finite, cu h* € (o,h)
Atunci
FY M) =FO)_ Tt yan = [ (xy o) - & ) <
h a 8y Gy ay
sjg(x,y+h*)—ﬁ(x,y)dx< J‘dx—s
a |0y oy b-a3
Deducem ca:
Iimw J.af(x y)dx, deci F'(y) = J.af (x,y)dx
a oy
Teorema 3:
Daca f este continua pe D, atunci
d d b b d
[Fy)dy = [ay[fxy)ax = [dx [f(xy)y (8.7)
Demonstratie:
Notam:
b z
D(z) = .[dx.[f(x,y)dy
e (8.8)

v(2) = ay[oxy)ax = [Fyay

Totul revine la a arata ca (D(d):\p(d). Principiul demonstratiei va fi

urmatorul: vom demonstra ca ® si y sunt derivabile pe (c,d) Si
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®'(z) = y'(z) pentru orice z  (c,d), de unde va rezulta ci @ si y difera
printr-o functie constanta. Apoi vom arata ca aceasta constanta este nula.

Din continuitatea lui f pe D rezulta, in baza teoremei 1, ca functia F
definitd de (8.1) este continua pe [C,d]; de aici, in baza unei teoreme
cunoscute din teoria integralei Riemann, rezultd ca y este derivabila pe

(c,d) si
b
\u’(z) = jf(x,z)dx (8.9)
Sa notam
o(x.2)= [f(x y)dy (8.10)

Din continuitatea functiei f, rezultd ca ¢ este derivabila in raport cu z si

9 _
g —(x,2) (8.11)

deci, derivata este la randul ei functie continua pe D . Dar atunci, in baza
teoremei 2 gi tindnd seama de definitia functiei @, rezulta ca @ este

derivabild pe (c,d) si

b
, 0
D'(z)= ja—(zl)(x,z)dx (8.12)

deci @'(z)=y'(z) pentru orice z<(c,d). Rezulta c& cele doua functii
difera printr-o constanta
®(z)=y(x)+1 (V) zec,d] (8.12)

Cum finsd avem, evident, CD(C):\V(C)zo, rezultd ca A =0, deci

®(z) = y(x) pentru orice z € [c,d]. In particular, ®(d)=y(d) si teorema
este complet demonstrata.

Pana acum ne-am limitat la cazul in care parametrul y aparea numai in

expresia functiei care se integreaza. Acum vom considera integrala Tn
care parametrul apare atat in functia care se integreaza cét si la limitele
de integrare.

Fie functia f:D =[a,b]x[c,d] si presupunem c& ea este integrabila in

raport cu variabila x pe [a,b] oricare ar fi y = [c,d].
Fie functiile ¢,y :[c,d]— [a,b]
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In aceste conditi, integrala
w(y)
Fy)= [f(xy)dx (8.14)
o(y)
are sens pentru orice y € [c,d].

Pentru integralele cu parametru (8.14) se pot demonstra urmatoarele:

Teorema 4:
Daca f este continua pe D iar functile ¢ si v sunt continue pe

[c.d], atunci functia F definita de (8.14) este continua pe [c,d]

Teorema 5:

Daca f si ? sunt continue pe D iar ¢ si y sunt derivabile pe
y

[C,d], atunci functia F data de (8.14) este derivabila pe [C,d] si are loc

egalitatea
w(y)

Fy)= | Licypx+ W tly(y)y] - 2tfo(y)y] (8.15)
oly) 0y dy dy

Exemple:

1) Folosind formula de derivare in raport cu parametrul, sa se calculeze
urmatoarea integrala

F(y) = jwdx pentru |y| <1 (8.16)
0  COSX
Prin derivare obtinem:
F'(y)= x __2 dt , daca facem schimbarea de variabila
1+
o1+ycosx 1-yo ™Y 42
-y
tgX=t.
2
F'(y)=—2 1Y aretg t 1Y | -7
1-y\1+y 1+y . 1-y?
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Prin integrare obtinem:
F(y)=rarcsiny +C (8.17)

Valoarea constantei arbitrare C se determina dand o valoare particulara
variabilei y, anume y =0. Din (8.16) si (8.17) obtinem C =0.
Prin urmare,

T

Iln(1+ycosx)

dx = marcsiny (8.18)
COS X

0

2) Sa se calculeze

tIn(1+ x
I:_E%dx (8.19)

Pentru calculul acestei integrale, putem folosi integrala cu parametru
y

In(1
F(y)=| wdx (8.20)

1+xy)(1+x2) 1+y? 2(1+y2) 1+y2

0
F'(}’)=j£ X dx+|n(1+y2) |n(1+y2)+y-arctgy
o(

iar prin integrare obtinem:

_1¢Ini+y?) o cy-arctgy 1 . 2
F(y) = ZI (1+y2) dy+.fvdy— Zarctgy In(1+y )+C

Pentru y =0 obtinem C =0, astfel ca:

tIn(1+xy) 1 2
———=2dx =—arctgy - In{1+ .21
[ S x=garctay inft+y?) ®21)
iar pentru y =1, obtinem
1
_(In@+x) o n
|_£ L dx=gin2 (8.22)

3) Sa se calculeze urmatoarea integrala, folosind integrarea in raport cu
parametrul

1
_ l Xb _Xa
I_lcos(lnx)—lnx dx|, a,b >0 (8.23)
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Putem scrie ca:

= icos(lnllﬁxydy:ldx = Tny cos(lnijdx}dy (8.24)

X/La alo

Am putut aplica torema prin care se poate integra o integrala cu
parametru deoarece functia

(o y) - {xy cos(ln 1) (x,y) e (01x[ab)

(8.25)
0 x=0

este continua pe [0,1]x[a,b].
Calculam:

1

_ 1

l, = '([xy cos(ln;)jx
facand schimbarea de variabila Inx = t, t € (—,0).

0 0
l, = je“yﬂ) costdt = e*¥*? sint|(_Jm - J.(y +1)e' Y Vsintdt =

h O o
=—(y - 1){et(y*1’ cost|_ +(y+ 1)jet(y*1) costdt} —y+1-(y+D°,

. y+1 .
Obtinem: |, = ————— deci

1+(y +1)
b
2
_YF gy - Linfaey?) +1] ~1jpb>+2b+2
a1+(y+1) 2 2 a’+2a+2
(a8

Teoria integralelor cu parametru poate fi extinsa si pentru cazul
intervalelor necompacte.

Fie f:[a,b)x[c,d] - g, unde [a,b) este un interval necompact, cu b -
finit sau infinit. Presupunem ca pentru orice y € [C,d] integrala

b-0
= '[f(x,y)dx (8.26)
este convergenta.

Integrala (8.26) se numeste integrala improprie cu parametru.
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In continuare, vom da conditii de continuitate si derivabilitate pentru
functia F. Pentru a da aceste conditii, introducem notiunea de integrala
uniform convergenta:

Definitie:
Integrala (8.26) converge uniform in_raport cu parametrul
ye[c,d], daca pentru orice ¢ >0 exista un numar b_, a<b_<b,

astfel incat pentru orice u, cu b, <u<b sa avem

[f(xy)x—F(y)

pentru orice y < [c,d]

<e (8.27)

Teorema 6:
Fie f:[a,b)x[c,d] unde b - finit sau infinit
Daca f este continudz pe [ab)x[c,d], iar integrala
b-0

F(y)= .[f(x,y)dx converge uniform in raport cu parametrul ye[c,d],

atunci F este continua pe [c,d]

Teorema 7:

Daca: a) f si ? sunt continue pe [a,b)x[c,d]
Yy

b-0
b) F(y)= If(x,y)dx este convergenta

b-0
c) J‘ @(x,y)dx converge uniform in raportcu y [c,d]
a Oy
Atunci: F este derivabila pe (c,d) si are loc egalitatea
b-0

)= [ < uym
a 0y
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Teorema 8:
Daca: a) f continua pe [a,b)x[c,d]
b-0
b)F(y)= If(x,y)dx converge uniform in raport cu y € [c,d]

a
b-0 d

Atunci: a) jdxjf(x,y)dy este convergenta

) Jox | feyHy = [dy [fxy)ox = [F(yHy

Enuntdm un criteriu de convergenta uniforma pentru integralele improprii
Cu parametru.

Criteriul lui Weierstrass
Fie functiile f:[a,b)x[c,d] > R si g:[a,b) > &

Daca: a)lf(x,y)<g(x) (V) xelab) si (V) yelc,d]

b)F(u,y) = ]if(x,y)dx exista pentru (V) uelab) si (V) yelc,d]

b-0
c) Ig(x)dx este convergenta

b-0
Atunci: F(x)= J‘f(x,y)dx converge uniform in raport cu parametrul
a

y €[c,d].

Exemplu:
Sa se determine functia F definita prin

0 .3
F(y) = j e SIN" X gy (8.28)
0 X

si apoi sa se deduca valoarea integralei

o0 . 3
I:J'sm X 4x (8.29)
o X
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Se arata ca integrala data, ca si integrala obtinuta prin derivare sub
semnul integralei,

- j e~ sin® xdx (8.30)
0

sunt uniform convergente pentru y > 0. De aici rezulta, in primul rand, ca
| =F(0) si apoi ca

Fly)= —Ie‘xy sin® xdx = %Ie"‘y sin3xdx —%je‘xy sinxdx =
0 0 0

3e ¥ (ysinx+cos x)|°° 17 (ysin3 3x+ cos3x)°°

4 1+y? |o 4 9+y? |0

de unde

' 1 1 3.1
Fx)=1.—1__3.
) 4 9+y? 4 1+y?

si prin integrare obtinem:

F(x)= iarctgX - §arctgy +C

12 3 4

cum limF(y)=0, deducem C =§ si obtinem
y—0

-1 y_3 T
F(y)= 12arctg 4arctgy+ 3 (8.31)
Si
2 ain3
| = js'” Xax =T (8.32)
0o X 3
L]
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8.9. Integralele lui Euler

Acestea sunt un exemplu de integrale improprii cu parametru.

Integrala lui Euler de prima speta, sau functie B(p,q), este o integrala

improprie cu doi parametri definita prin egalitatea
1

B(p.a) = [x*"(1-x)""dx (9.1)

0

convergenta pentru p>0 siq>0.

Intr-adevér, daca descompunem integrala (9.1),
1/2 1

B(p.q) = J-xp‘1(1—x)q_1dx+ J-xp‘1(1—x)q_1dx =1, +l,

0 1/2

se observa cu usurinta ca |, este convergenta pentru p >0 deoarece

Iirrgx“xp‘1(1—x)q_1 =1dacd a=1-p<1
X—>!
x>0

iar |, este convergenta pentru q >0 deoarece

lim(1-x)" xP~" (1-x)"" =1 dacd a=1-q<1

x<1

Daca in (9.1) facem schimbarea de variabila x =1-t, se obtine:

B(p.q) =B(q.,p)| 9.2)
adica functia B(p,q) este simetrica in cele doua variabile.

Integrala lui Euler de a doua spetd, sau functie I'(p), este o integrala
improprie cu un parametru definita prin egalitatea

I'(p)= ije-de (9.3)
0

convergenta pentru p>0.

Folosind descompunerea

1 )
I(p)= J.x‘”e‘xdx + pr‘1e‘xdx =1, +1,
0 1
se observa cu usurinta ca |, este convergenta pentru p >0 deoarece
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limx*x*'e™ =1 dacd a=1-p <1
anO
X>

iar 1, este convergenta pentru p > 0 folosind criteriul comparatiei precum
si inegalitatea

e <— pentru X €[1+x) si p>0
X
Sa calculam integrala T'(p +1) facénd o integrare prin parti.
F(p+1)= J-xpe"‘dx =—xPe™| " + pJ.xFHe‘de =pI'(p)
0 0

Obtinem realtia de recurenta
IC(p+1)=pI(p)] (9.4)

in particular, daca p=ne @, n>1 obtinem:
r(n+1)=n! (9.5)

Folosind teoremele pe care le-am mentionat pentru integralele improprii
cu parametru, se poate stabili o legatura simpla intre functiile T'(p) si

B(p,q).
In (9.3) facem schimbarea de variabila
x=ty,unde t>0 (9.6)
si obtinem
I'(p)= Tx‘”e"‘dx = t‘pTyp‘1e‘tydy (9.7)
0 0

in (9.7) inlocuim p cu p+q (pentru g > 0) si pe t cu 1+t. Vom obtine:

C(p+q) _ Iyp+q—1e—(1+t)Ydy (9.8)
(1+1)°™

Inmultind ambii membri cu t*~! si integrand, in raport cu t, pe intervalul
(0,0), obtinem
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(p q)J' p+q _ Ttp { p+a-1g-(1+t)y i|

0

Tywq 1 —{J‘tp 1o _tydt}dy J‘yp+q 1oy 1\P) ( )
0

:r@ﬂw4ywy=ﬂmﬂ®

o0 _1 o0
cum [ qt- Iu‘“ (1-u)™"du =B(p,q) daca facem schimbarea de
o(1+ )"
variabila t=1, retinem ca:
u
I'(p)r
Bmar>ﬂ349 (9.9)
I'(p+q)
2
1)
1 11)_L \2
In (9.9) consideram p=q=- si obtinem B| -,~ |= :
2 22 r(1)

Cum r(1)= Ie‘xdx =1, avem

2 1 1 20n .
[r[lﬂ _B[l 1J=J'X%(1_X)%dx :J‘ dx ZJ‘ 2sintcosty; _

2 22 0 0/X(1—x) o sintcost

daca facem schimbarea de variabild x = sin?t. Astfel obtinem:

r(1j=>JE (9.10)

2

Pentru functiile B(p,q) si T'(p) se mai pot demonstra urmatoarele relatii:
nl2

B(p,q) =2 .[(sin 0)**"(cos0)** ' do (9.11)
0

B(p+10) = ——B(p,q) (9.12)
p+q

I(p)r(1-p)=— (9.13)

sinpn

314

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

I
F(n+1]=ﬁ@, ne@ (9.14)
2) 22" nl
Cu ajutorul integralelor lui Euler, se pot calcula cu ugurinta unele integrale
improprii
Exemple:

2 2 1 L (e
1) 1= J'thedezJ'(sine)/z(cose)éde = JB[l,ngl
0 0 2 \44) 2 T1()
(9.13)
T
2 \4 4 2sin™ V2
4
[odx Y %
2) 1= [ — = [(1-x3)Pdx =L [t (1-t) " dt
!3«/1—x3 ! 3!

daca se face schimbarea de variabila t = x*. Rezulta ca

- 1e[] 2j1@@1r(1jr(1_1)”%

3 (33 33 3) 3. 1 33
3

3 1(1) 3 sin

t 1+ X % t 12
— — V2(1_+¢)
3)|__j1(1_x] dx_2_([t (1-1) "2t

daca facem schimbarea x =2t 1.
3 1

ol B

315

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

~
1
—
TN
H O
~—
}1
R
W
—
1

4) | = f
) 'c[(x+1)
INIRIBNIN
_ 4) \4)_1\4) \4)_1 = :n«/?
r(1+1) 4 101 4sin™ 4
4

J-x/*(1+x) dx = B(g 3
4 4

8]

8.10. Exercitii rezolvate

2

S s . X <
1) Sa se calculeze masa unei placi de densitate p(x,y): —, care ocupa
y

1
in & un domeniu marginit de hiperbola de ecuatie y =— si dreapta
X

y =X pentru X € [1,2].

y=x

A1)

Se vede ca D este un domeniu simplu in raport cu axa QY definit de:
x e[12]

D: 1 (10.1)
28

Masa placii se calculeaza cu integrala dubla

M = ”p(xy)dxdy ”—dxdy jdxj ® dy = j (——erjdx i

X
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2) Sa se determine coordonatele centrului de greutate pentru o placa
omogentd maérginitd de parabolele de ecuati y*=4x+4 si
y?=-2x+4.

A4

2_-
yoE-2xy y =dxty

D este un domeniu simplu fatd de axa OX si este dat de reprezentarea

ye [_2!2]

y2 _4 4_ y2
4 2

(10.2)

:Xe[

]

Fiind o placa omogena, p(x,y) - constant si coodonatele sunt date de:

” xdxdy ” ydxdy
D . D

Xg:ijdxdy’ yngDjdXdy (10.3)

De asemenea, putem face observatia ca aceasta placa omogena este
simetrica fatd de axa OX, prin urmare Yo =0, rezultat care se poate

obtine si prin calcul direct.

j dxdy:jdy Idy:I(S—Syzjdy:S
D -2 y?-4 -2 4
4
4-y?
axdy = [dy [xd —32(4 8y? +16)dy = °
IDIX X y—_jz yyzj_: X—32_j2y -8y’ +16)y =

4
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9

Yo =

Prin urmare obtinem:

o O~

3) Sa se calculeze momentul de inertie fatda de axa OX a unei placi de
densitate p(x,y)=|y|, care ocupa in & un domeniu marginit de cercul

x?+y?—2x =0, arcul de parabold y =+/2x sidreapta x =2.

y __,....-—"'""_'
y=\2x

x?+y2-2x=0

0 1. 2 X

Domeniul D ocupat de placa este simplu fata de axa QOY, fiind dat de
reprezentarea:

5. {x €[0,2]
: (10.4)

ye [\/2x—x2,\/§]

2 V2x
lox = [[y*p(x y)dxdy = [[y*dxdy = [ax  [y*dy =
D D 0 Jox—x?
2

2
:1![4x2 —(2x—x2)2}1x=lj(4x3 —x“)dx=152

0

4) Sa se calculeze aria domeniului delimitat de lemniscata Iui Bernoulli

data de ecuatia (x2 + y2)2 =x? —y?

/)
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Domeniul fiind simetric fatd de ambele axe de coordonate, aria este egala
cu de patru ori aria unei jumatati de bucla.

A:Ljdxdy:4£jdxdy (10.5)

Daca folosim coordonatele polare (r, 0), coordonatele carteziene (X, y)
ale unui punct din domeniu au expresiile x =rcos0 si y =rsin0. Astfel
ca ecuatia lemniscatei in coordonate polare este:

r =+/cos20—sin? (10.6)

Din conditia de existenta a radicalului, deducem:

cos’0-sin’6>0 = Oe|— I
44

Integrala (10.5) o vom calcula cu ajutorul coordonatelor polare, domeniul
D, avand in aceste coordonate urmatoarea reprezentare

T
= 6 01_
X =rcoso E{ 4}

D,: ,
y =rsin6

(10.7)

re [O,\/cos2 0 —sin? 6]

1a

4 Jcos? 0-sin? 0

A=4”dxdy=4j'de jrdr = 2[(cos2 6 - sin2 0)do =
0

o'.—,_p E)

n

=2|c0s26d6 = sin26|3 =1

o'—._:; [E]

5) Sa se determine masa placii de densitate p(X, y): x* +y? care ocupa

in & domeniul delimitat de elipsa
X2 y2

—+—=1

9 4

]
w
o
K
Y3 4
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Masa placii o calculam cu formula

M = ijp(x,y)dxdy = ij(x2 +y? Jdxdy (10.8)

Integrala (10.8) o vom calcula folosind coordonatele polare generalizate,
astfel ca putem scrie:

_ {x =3rcos® 0¢e[0,21]

y=2rsin0 rel0/1] (10-9)

27 1 2n
M= [[(x? +y?)ixdy = [do|6rdr =3[de = 6n
D 0 0 0
6) Sa se determine momentul de inertie fata de planul (XQOY) pentru un

corp omogen care ocupa in &SE un domeniu delimitat de conul de ecuatie
22 =x*+y? siplanul z=3. (pentru z>0)

Domeniul Q c &’ este simplu in raport cu axa OZ, el putand fi dat de
reprezentarea:

Q-{(X’y)ED (10.10)
' 26[1/x2+y2,3] '

Loy = pmzzdxdydz = p”dxdy }zzdz =
Q D

eyt (10.11)
”[27 - (x2 +y? )% ]dxdy

D

w |©

Planul z =3 intersecteaza conul z° = x*+y? dupa cercul x> +y*=9
care se proiecteaza in planul (XOY) in adevarata marime. Acest cerc
delimiteaza domeniul D .
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Pentru calculul integralei (10.11) folosim coordonatele polare
D {x =rcosf rel03]

y=rsin® 6¢e[0,2r] (10.12)

Loy = %Td@? (27 —r*kdr = —242“”
0 0

7) Sa se calculeze masa corpului de densitate p(x, y,z): |z| care ocupa

in &&° domeniul delimitat de sfera de ecuatie x* +y*+2z° =4 si conul
2> =x*+y?, pentru z>0.

[ ——
3

X

Intersectia dintre sfera si con se obtine prin eliminarea lui z din sistemul:
xX*+y?’+2°=4
X2 + y2 — Z2

Se obtine cercul x*+y* =2 care se proiecteazd in planul (XOY) in
adevérata lui marime. Aceasta delimiteazd compactul D < &.
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Domeniul Qc &’ este simplu in raport cu axa OZ el putand fi
reprezentat prin

Q_{(x,y)eD

' Ze[\/x2+y2,\/4_x2_y2] (10.13)

Atunci masa corpului se calculeaza:
M= ”Ip(x,y,z)dxdydz = ”szxdydz =
Q

Va-x2-y? (10.14)
=”.dxdy J.zdz ” -x2-y? dxdy
D Ny

Integrala (10.14) se poate calcula folosind coordonatele polare:

p. /X =reost rep2] (10.15)
y=rsin®@ 0e[0,2n]

Atunci:

- V2
Mzzjdef(z-rz)drzzn[zr-gj B/2
0 0

T3

0

8) Sa se calculeze integrala
= Hj xyzdxdydz
Q

unde Q este un domeniu din &’ delimitat de sfera x*+y® +z* =1 si
plane de coordonate x=0, y=0, z=0 (pentru X,y,z>0)
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Aceasta integrala se poate calcula folosind coordonatele sferice:
x=rcos@coso rel0]1]
Q:{y=rcosfsing 0¢c[0,n/2] (10.16)
z=rsin® 9el0,n/2]

T

a

= Iﬂxyzdxdydz: Jlrsdrfcos3 0sin GdOTCOS(pSin odoe =
1) 0 0 0

' cos*o

(=

9) Sa se calculeze volumul corpului delimitat de cilindrul x* +y?* = 2ax,
conul x* +y? =2z% siplanul z=0 (pentru z>0)

r6

6

4sin2 111 1
2

0 ‘ 0

"6 4 2 48

Cilindrul are generatoarea paralela cu axa OZ, iar sectiunea lui este
cercul x2+y2 =2ax sau, dacd punem ecuatia sub forma canonica,

(x—a) +y*=a.

Domeniul Q este simplu in raport cu axa OZ si poate fi reprezentat prin
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[(xy)eD
' {z e [0./xZ+y?]
V= j”dxdydz = ”dxdy jdz = ”sz +yZdxdy (10.17)
Q Q 0 Q

Integrala (4.17) se poate calcula folosind coordonatele polare:
[x=rcos® re[0,2acosh]

: . 10.16
y=rsind 0el-n/2,n/2] (10.16)
g 2acos6
V= ”JxZ +y2dxdy = J-de Jrzdr =
D _n 0
2
8a° 2 16a35 32a°
o4 J-cos:* 0do = —Icose(1 —sin?0)do =242
3 & 3 0 9
2
- . . . x2 y2 22
10) Sa se calculeze volumul elipsoidului = + =+ = =1
aZ b2 C2
Z A
C
_,_N
L7 OF77/72\b
2 = y
a
X
Folosim coordonatele sferice generalizate:
x =arcosfcose re|[0/1]
Q:{y=brcosfsing Oe[-n/2,n1/2] (10.19)

z=crsino ¢ €[0,2n]

uy

V= jjjdxdydz = abcj‘rzdrjz‘cos edezfd(p ~ 4 abe
) 0 n 0 3

2
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2) Sa se determine coordonatele centrului de greutate pentru o placa
omogentd maérginitd de parabolele de ecuati y*=4x+4 si
y?=-2x+4.

A4

2_-
yoE-2xy y =dxty

D este un domeniu simplu fatd de axa OX si este dat de reprezentarea

ye [_2!2]

y2 _4 4_ y2
4 2

(10.2)

:Xe[

]

Fiind o placa omogena, p(x,y) - constant si coodonatele sunt date de:

” xdxdy ” ydxdy
D . D

Xg:ijdxdy’ yngDjdXdy (10.3)

De asemenea, putem face observatia ca aceasta placa omogena este
simetrica fatd de axa OX, prin urmare Yo =0, rezultat care se poate

obtine si prin calcul direct.

j dxdy:jdy Idy:I(S—Syzjdy:S
D -2 y?-4 -2 4
4
4-y?
axdy = [dy [xd —32(4 8y? +16)dy = °
IDIX X y—_jz yyzj_: X—32_j2y -8y’ +16)y =

4
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9

Yo =

Prin urmare obtinem:

o O~

3) Sa se calculeze momentul de inertie fatda de axa OX a unei placi de
densitate p(x,y)=|y|, care ocupa in & un domeniu marginit de cercul

x?+y?—2x =0, arcul de parabold y =+/2x sidreapta x =2.

y __,....-—"'""_'
y=\2x

x?+y2-2x=0

0 1. 2 X

Domeniul D ocupat de placa este simplu fata de axa QOY, fiind dat de
reprezentarea:

5. {x €[0,2]
: (10.4)

ye [\/2x—x2,\/§]

2 V2x
lox = [[y*p(x y)dxdy = [[y*dxdy = [ax  [y*dy =
D D 0 Jox—x?
2

2
:1![4x2 —(2x—x2)2}1x=lj(4x3 —x“)dx=152

0

4) Sa se calculeze aria domeniului delimitat de lemniscata Iui Bernoulli

data de ecuatia (x2 + y2)2 =x? —y?

/)
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Domeniul fiind simetric fatd de ambele axe de coordonate, aria este egala
cu de patru ori aria unei jumatati de bucla.

A:Ljdxdy:4£jdxdy (10.5)

Daca folosim coordonatele polare (r, 0), coordonatele carteziene (X, y)
ale unui punct din domeniu au expresiile x =rcos0 si y =rsin0. Astfel
ca ecuatia lemniscatei in coordonate polare este:

r =+/cos20—sin? (10.6)

Din conditia de existenta a radicalului, deducem:

cos’0-sin’6>0 = Oe|— I
44

Integrala (10.5) o vom calcula cu ajutorul coordonatelor polare, domeniul
D, avand in aceste coordonate urmatoarea reprezentare

T
= 6 01_
X =rcoso E{ 4}

D,: ,
y =rsin6

(10.7)

re [O,\/cos2 0 —sin? 6]

1a

4 Jcos? 0-sin? 0

A=4”dxdy=4j'de jrdr = 2[(cos2 6 - sin2 0)do =
0

o'.—,_p E)

n

=2|c0s26d6 = sin26|3 =1

o'—._:; [E]

5) Sa se determine masa placii de densitate p(X, y): x* +y? care ocupa

in & domeniul delimitat de elipsa
X2 y2

—+—=1

9 4

]
w
o
K
Y3 4
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Masa placii o calculam cu formula

M = ijp(x,y)dxdy = ij(x2 +y? Jdxdy (10.8)

Integrala (10.8) o vom calcula folosind coordonatele polare generalizate,
astfel ca putem scrie:

_ {x =3rcos® 0¢e[0,2n]

y=2rsin0 rel0/1] (10-9)

27 1 2n
M= [[(x? +y?)ixdy = [do|6rdr =3[d6 = 6n
D 0 0 0
6) Sa se determine momentul de inertie fata de planul (XQOY) pentru un

corp omogen care ocupa in &SE un domeniu delimitat de conul de ecuatie
22 =x*+y? siplanul z=3. (pentru z>0)

Domeniul Q c &’ este simplu in raport cu axa OZ, el putand fi dat de
reprezentarea:

Q-{(X’y)ED (10.10)
' 26[1/x2+y2,3] '

Loy = pmzzdxdydz = p”dxdy }zzdz =
Q D

eyt (10.11)
”[27 - (x2 +y? )% ]dxdy

D

w |©

Planul z =3 intersecteaza conul z° = x*+y? dupa cercul x> +y*=9
care se proiecteaza in planul (XOY) in adevarata marime. Acest cerc
delimiteaza domeniul D .
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Pentru calculul integralei (10.11) folosim coordonatele polare
D {x =rcosf rel03]

y=rsin® 6¢e[0,2r] (10.12)

Loy = %Td@? (27 —r*kdr = —242“”
0 0

7) Sa se calculeze masa corpului de densitate p(x, y,z): |z| care ocupa

in &&° domeniul delimitat de sfera de ecuatie x* +y*+2z° =4 si conul
2> =x*+y?, pentru z>0.

[ ——
3

X

Intersectia dintre sfera si con se obtine prin eliminarea lui z din sistemul:
xX*+y?’+2°=4
X2 + y2 — Z2

Se obtine cercul x*+y* =2 care se proiecteazd in planul (XOY) in
adevérata lui marime. Aceasta delimiteazd compactul D < &.
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Domeniul Qc &’ este simplu in raport cu axa OZ el putand fi
reprezentat prin

Q_{(x,y)eD

' Ze[\/x2+y2,\/4_x2_y2] (10.13)

Atunci masa corpului se calculeaza:
M= ”Ip(x,y,z)dxdydz = ”szxdydz =
Q

Va-x2-y? (10.14)
=”.dxdy J.zdz ” -x2-y? dxdy
D Ny

Integrala (10.14) se poate calcula folosind coordonatele polare:

p. /X =reost rep2] (10.15)
y=rsin®@ 0e[0,2n]

Atunci:

- V2
Mzzjdef(z-rz)drzzn[zr-gj B/2
0 0

T3

0

8) Sa se calculeze integrala
= Hj xyzdxdydz
Q

unde Q este un domeniu din &’ delimitat de sfera x*+y® +z* =1 si
plane de coordonate x=0, y=0, z=0 (pentru X,y,z>0)
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Aceasta integrala se poate calcula folosind coordonatele sferice:
x=rcos@coso rel0]1]
Q:{y=rcosfsing 0¢c[0,n/2] (10.16)
z=rsin® 9el0,n/2]

T

a

= Iﬂxyzdxdydz: Jlrsdrfcos3 0sin GdOTCOS(pSin odoe =
1) 0 0 0

' cos*o

(=

9) Sa se calculeze volumul corpului delimitat de cilindrul x* +y?* = 2ax,
conul x* +y? =2z% siplanul z=0 (pentru z>0)

r6

6

4sin2 111 1
2

0 ‘ 0

"6 4 2 48

Cilindrul are generatoarea paralela cu axa OZ, iar sectiunea lui este
cercul x2+y2 =2ax sau, dacd punem ecuatia sub forma canonica,

(x—a) +y*=a.

Domeniul Q este simplu in raport cu axa OZ si poate fi reprezentat prin
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[(xy)eD
' {z e [0./xZ+y?]
V= j”dxdydz = ”dxdy jdz = ”sz +yZdxdy (10.17)
Q Q 0 Q

Integrala (4.17) se poate calcula folosind coordonatele polare:
[x=rcos® re[0,2acosh]

: . 10.16
y=rsind 0el-n/2,n/2] (10.16)
g 2acos6
V= ”JxZ +y2dxdy = J-de Jrzdr =
D _n 0
2
8a° 2 16a35 32a°
o4 J-cos:* 0do = —Icose(1 —sin?0)do =242
3 & 3 0 9
2
- . . . x2 y2 22
10) Sa se calculeze volumul elipsoidului = + =+ = =1
aZ b2 C2
Z A
C
_,_N
L7 OF77/72\b
2 = y
a
X
Folosim coordonatele sferice generalizate:
x =arcosfcose re|[0/1]
Q:{y=brcosfsing Oe[-n/2,n1/2] (10.19)

z=crsino ¢ €[0,2n]

uy

V= jjjdxdydz = abcj‘rzdrjz‘cos edezfd(p ~ 4 abe
) 0 n 0 3

2
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CAPITOLUL IX

INTEGRALA CURBILINIE

9.1. Integrala Stieltjes

Fie intervalul [a,b] = g, o diviziune a acestuia,
A=(a=t, <t <..<t =Db) si punctele arbitrar alese, & e[t _,t.],
k=1n.

Fie, de asemenea, functiile f si g:[a,b] > &, f marginita si g crescatoare
pe [a,b].

Definim suma

0,198 = Y5 la(t,) -t ) (1.1

pe care o numim suma Riemann-Stieltjes.

Definitie:

Functia f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b],
daca exista un numar | € Q cu proprietatea: pentru orice ¢ > 0 exista
un §, >0 astfel ca pentru orice diviziune A e < ([a,b]) cu || <&, sa

avem:

o, (f.a.8)-1<e (1.2)

Numarul | se noteaza:

= ff(x)dg(x) (1.3)

si se numeste Integrala Stieltjes a functiei f in raport cu g pe [a,b].

Functia f fiind marginita pe [a,b], notam

M = it ) 4
M, = sup f(x) (1.4)
xete_p.t]
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si formam sumele Darboux-Stieltjes (inferioara si superioara)

s.(f.0)= 2 m[o(t)- gt )

S, (f, g) = ; M, [g(tk ) - g(tk—1 )]

(1.5)

Observatii:

1) in particular, daca functia crescatoare g este g(x): X, atunci sumele
(1.1) si (1.5) sunt sumele Riemann si Darboux atasate functiei f.

2) Pentru orice diviziune A € ¢ ([a,b]) avem:
S\ (f,g) <0, (f,g, &k)S SA(f’g)

Definitie:

Spunem ci diviziunea A*c ¢ ([a,b]) este mai fina decat
diviziunea A e ‘%([a,b]), daca toate punctele lui A sunt si in A*.
Notam AcC A~

Propozitie:
Daca AcA®*, atunci intre sumele Darboux-Stieltjes
corespunzatoare are loc relatia:

s,(f,g)<s,.(f,.9)<S,.(f.9)<S,(f,9) (1.7)

Demonstratie:
Presupunem ca diviziunea A *are un singur punct in plus fatad de A.
A=(a=t, <t <..<t <t <..<t =b)

A*=(a=t, <t <..<t_,<u<t <..<t =Db)

Calculam:
sw(f.g)-s,(f.g)= inf fOolgu)-gltes)]+

X

+ inf FG0la(t)-gWl- ot f00flt) ot ,)]=
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= nf FOlg) —g(tq)l+ inf f()g(t) - gu)]-
= dnfFOlg(t) —g(u) + glu) - olt )] =

= (o)~ olt ) o 00— _jnf, 0]+

E[ =p k]

clolt)- Wil int 100~ _jnf, 160]20

Rezulta s, (f,g)<s,«(f,9)
La fel se demonstreaza si urmatoarea inegalitate S, .(f,g)< S, (f,g)
Putem sublinia doua criterii de integrabilitate prin urmatoarele teoreme.

Teorema 1:
Criteriul Darboux

Fir f,g: [a,b] — 1, f marginita si g crescatoare pe [a,b].

Functia f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b] daca si
numai daca pentru orice € >0 existd u 5, >0 astfel incat pentru orice
diviziune A € % ([a,b]) cu |A[ <3, , avem:

S, (f,.9)-s,(f.g) <= (1.8)

Teorema 2:
Daca functia f este continua, iar g este crescatoare pe [a,b], atunci
f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b].

Demonstratie:
(def)

Din f continua pe compactul [a,b] = f uniform continud pe [a,b] =
pentru (V)s>0 (3) 5, >0 astfel incat pentru orice x,ye[a,b] cu

x—y|<8§,, avem:

|f(x)—f(y)|<m (1.9)

g(b)

Fie o diviziune A e ([a,b]) cu [A] <3, . Atunci pentru orice doud puncte

X, Yy € [tk_1,tk] putem scrie:

|f(Xk)—f(yk)|<m (1.10)
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Daca f continua pe [a,b] = f continud pe [tkq,tk] si isi atinge
marginile pe acest interval. Deci pentru aceste margini, putem scrie:

b)-g) a1

M, —m, | <

Calculam

5.69)-5,(1.9) = [ XM, [a(t,)-glt, )1+ > o)t )] <

n

<M, —m,flalt) - gt )l< ——— Y laft,)-alt, )=
gﬂ | g(b)—g(a)kz—;

=——2 [g(b)-g(a)l=¢
glb)-g(a)

Conform criteriului precedent, rezulta ca f este integrabila Stieljes in
raport cu g pe [a,b].

Folosind sumele Riemann-Stieltjes si definittia integrabilitatii, se pot pune
in evidentd urmatoarele:

Proprietati ale integralei Stieltjes

1) Fie f,,f,,9: [a,b]—> S, g crescatoare pe [a,b].

Daca f, si f, sunt integrabile Stieltjes in raport cu g pe [a,b], atunci:
a) of, +a,f, (a,,a, 1) este functia integrabila Stieltjes in raport cu g
pe [a,b].

b

[ (ougfy + 0y, J0)dgx) = o [ £, (x)dg(x) + @, [, (x)dg(x) (1.12)

a

b

~

2) Fie f,g:[a,b] > 18, g crescatoare pe [a,b].

Daca f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b] Si f(X)ZO pe
[a,b], atunci:
b

[f(x)dg(x)=0 (1.13)

a

328

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

3) Fie [a,b) =[a,c]U]c,b]
Daca f este integrabila Stielties in raport cu g pe intervalele [a,c] si
[c b] atunci f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a, b] si avem:

If (x)dg(x) Ifx)dg I (x)dg(x) (1.14)

4) Fie f,9,,9, :[a,b] >, g, si g, crescatoare pe [a,b].

Daca f este integrabila Stieltjes in raport cu g, si g, pe [a,b], atunci f
este integrabila Stieltjes in raport cu g, +g, pe [a b] si avem:

Ifx)dg1+gz)(x Ifx)dg1 jfx)dgz (1.15)

5) Daca f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b], atunci |f| este

integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a, b] si avem:

[f(x)dg(x)

< [[F(0ldg(x) (1.16)

6) Daca f este continua pe [a,b] si g este monoton crescatoare pe
[a,b], atunci exista un punct & < [a,b] astfel ca:

[f(xglx) = f(2)olb)-gla)] (.17)

(1.17) este o formula de medie pentru integrala Stieltjes.

7) Daca f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a, b], atunci si g
este integrabila Stieltjes in raport cu f pe [a b] si are loc egalitatea:

If (x)dg(x) = f(b)glb)- j g(x)df(x) (1.18)

(1.18) este formula de integrare prin parti pentru integrala Stieltjes.
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Un rezultat referitor la calculul unei integrale Stieltjes este dat de:

Teorema 3:
Daca f este continud pe [a,b] iar g are derivata continua pe
[a,b], atunci f este integrabila Stieltjes in raport cu g pe [a,b] si are loc

egalitatea:
b

J-f(x)dg(x) = If(x)g'(x)dx (1.19)

a

Deci o integrala Stieltjes se calculeaza cu ajutorul unei integrale Riemann
conform formulei (1.19).

Demonstratie:

Din f si g’ continue pe [a,b] = fg' € ©[a,b]).
Deoarece f continuad pe [a,b] compact = f marginitd pe [a,b] =
[f(x)<M (¥) x e[a,b].
(def)

De asemenea, g continua pe [a,b] = pentru (v) >0 (3) 5,>0
astfel ncat pentru orice X,y € [a,b] cu [x—y| <&, sa avem

€
M(b —a)

lg'(x)-g'(y) < (1.20)
Fie o diviziune Ae < ([a,b]) cu [A|<8,, A=(a=x, <X, <..<x,=b)
si & € [kaka]-

Calculam
‘GA (fg', Ex )_ G (f,g, Ex 1 =

!

f(& fa(xi ) - alx )]

M-

Ex Xy — ka1)_
1

=
S

(&
(& )0x —xi4) =D F(Ex )9'(§k Xxk - Xk—1>‘

k=1

zf(ak)g
gf(ék)g

conform teoremei lui Lagrange, cu &, * € (xk_1,xk)
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De aici rezulta:

o, (fg'&, ) -, (F.0.€, ) <
<Zn_)|f(<ik)llg’(<ik (& (X, — X, )<

I/\

) «)=——(b-a)=¢
M(b a)kz; - b—a( X

De aici rezulta ca:

lim o, (fg".g, )= lim o,(f.9.5,).

la[-0 lal—0

adica

1) ()ax = [ rx)dglx)

9.2. Drumuri si curbe in V"

Prezentarea o facem pentru &3 transpunerea pentru un spatiu cu un
numar oarecare de dimensiuni putand fi facuta cu multa usurinta.

Definitie:
Numim drum in Vv° orice aplicatie continui y:[ab] > I,
=(f,g,h).

Aceasta aplicatie duce punctul t € [a,b], in y(t)=(F(t)g(t)h(t) e &.

Multimea

)= {x.y.2) e &¥[x =ty = g(thz =h(t)t  [ab]} 2.1)

se numeste imaginea drumului vy (figura 1)

Daca notam cu r vectorul de pozitie al punctului y(t), F=xi+ yJ + 7k,
atunci prin identificare avem:
X = f(t), y= g(t), z= h(t) (2.2)
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1

/@ y®

)

o y(b)

f ]
a t b R

- Figura 1 -

Ansamblul relatiilor (2.2) pentru t [a, b] dau o reprezentare parametrica
a multimii I(y).

Punctele v(a)=(f(a)g(@)h(a))e s’ si y(b)=(f(b)glb)h(b)) el se

numesc capetele drumului.

Daca y(a): y(b) spunem ca drumul este inchis. (figura 2)

Daca pentru a<t'<t"<b avem y(t')=1v(t") spunem ca y(t')el(y) este
un punct multiplu al drumului.

Definitie:
Drumul y:[a,b] >, v=(f,g,h) este simplu daca el nu are
nici un punct multiplu. (figura 3)

Definitie:
Drumul y:[ab]>%’, y=(f,gh) este neted, daca
yeC'(fa,b]) si

f2(t)+ g’%(t)+h2(t)= 0, teab] (2.3)
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2 z
yib)
y(@) =y ()
ya)
o]
o ¥
y
X
X
- Figura 2 - - Figura 3 -
z2
yiby)
'y(a1) 1/(32)=7(b1)
o]
y
X
- Figura 4 -

Fie drumurile:
Y1 : [a11b1] g @3,
Y, - [az1b2] - &{3

Daca b, =a, si v,(b,)=7,(a,) spunem ca drumurile sunt juxtapozabile.
Drumul v:[a,,b,]— & definit prin
t), tela,b

y(t)z{Y1() el 1 1]

2.4
() telab,] (2:4)

se numeste juxtapunerea drumurilor vy, si y, (figura 4) si se noteaza
Y=Y1YY2

Definitie:
Drumul y:[a,b]—>&f’ este neted pe portiuni, daca este
juxtapunerea unui numar finit de drumuri netede.
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Fie drumul v:[a,b] - &, v =(f,g,h) si o diviziune A € < ([a,b))
A=(@=t, <t <..<t =b)

Punctele M, =v(t,)=v(a), M, =v(t,), M, =1(t,), .. M, =(t,)=v(b)
ce apartin multimii I(y) determina o linie poligonala (figura 5)

- Figura 5 -

Lungimea acestei linii poligonale, L, , este data de:

5 5 (2.5)
Z\/f(t k1) +[a(te)-a(t,_ I +[h(t,)-h(t ;)]
Daca consideram un sir de divizuni (An)neN A, ([a,b]) cu
=0, vom putea obtine sirul de numere pozitive ( )n N
Definitie:

Drumul y_este rectificabil, (are lungime) daca sirul (LA )n N

este marginit superior. Limita superioara a acestui sir se numeste
lungimea drumului y, notata L(y)

L(y)=lim L, (2.6)

nN—o0 n
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Propozitie:

Daca drumul vy : [a,b]—> &f’ Y= (f,g,h) este neted, atunci el este
rectificabil si lungimea lui este data de:

L(y) = [VFZ(0)+ g () +h ()t (2.7)

Demonstratie:

Pentru diviziunea Ae ([a,b]), A=(a=t,<..<t, =b) lungimea liniei

poligonale determinata cu punctele M, = vy(t,) (k = ﬁ) este

Z\/[f (te4) "'[g() (k1)]2+[h(tk) (tk1)]2

Deoarece drumul y a fost presupus neted, functiile f,g,h € C'([a,b]) deci

sunt cuntinue si derivabile pe orice interval [tk_1,tk]. Astfel putem aplica
teorema Lagrange pe fiecare interval. Deci exista puncte
EoMi: G € ( k=1> ) astfel ca

=Z¢f'2(§k)+9’2(nk) h2(C Nt —tes) (2.8)

Notam cu D = [a,b]x [a,b]x [a,b]c X si consideram functia F:D — I,
definita astfel

Fu,v,w)=/f2(u)+g?(v)+h?(w) (2.9)

Putem spune ca F este continud pe domeniul compact Dc i, deci
este si uniform continua pe acesta. Prin urmare, pentru orice € >0 exista

un §, >0 astfel ca pentru orice doua puncte (u’,v',w’) Si (u",v”,w")e D

!

cu proprietatea |u'—u"| <3, V' —Vv'|<3,, [w' —w"

Fu, v, w')-Fu",v,w") < é (2.10)
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Fie diviziunea A€ < ([a,b]) astfel ca [A|<8,. Atunci pentru u'=§,,
Vi=n., W=, U =v"=w"=t,, inegalitatea (2.10) devine

IF(ék,nk,Ck)—F(tk,tk,tk)l<b_a (2.11)
sau daca tinem seama de (2.9) obtinem:

N O O S A RN YRR (S ETEOV EE Y RPt
Calculam

Ly — o (Rt ) =[S VP2 E)+ 97 () +h2 Gt —t, o)

k=1

_Z\/f&(t +gv2 ) hrZ( t _tk1

Z‘\/f'z (&) +g% () +h2(C, )~

—JF2(t )+ g% (k) +h(t )|(tk _tk-1)<izn:(tk ~t)=——(b-a)=

b —axk=1 b-a

Prin urmare putem scrie

- j\/f'z (t)+g'%(t)+h"(t)t

lim L, = lim
|al-0 |al-0

Rezulta

L(r) = [N+ g2 ([1)+h byt

Fie drumurile
V1:[a1’b ]_)@3, Y ECO([awa)
Yo - [321 ]*@3’ Yzeco([az’bz])

Definitie:
Drumurile y;_si y,_sunt echivalente (y,~7,), daca exista o
aplicatie continua si strict crescatoare ¢: [a1,b1] - [az,bz] astfel ca:
ofa,)=a,
o(b;)=b, (2.13)

Y1(t) =72 ((P(t)) (V) te [a1,b1]
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Observatie:

Din definitia data, deoarece ¢([a,,b,])=[a,.b,], se vede imediat ca doua
drumuri echivalente au aceeasi imagine.

De asemenea se poate demonstra urmatoarea:

Propozitie:
Un drum echivalent cu un drum rectificabil este si el rectificabil,

drumurile avand aceeasi lungime.

Demonstratie:

Fie  v,:[a,.b,] >, v, =(f.g,h,)
Yo - [az’bz]%&fa V2 :(fz’gz’hz)

drumurile echivalente si
X:f1(t)’ y:g1(t), Z:h1(t)’ te[a1,b1] (2.14)

o reprezentare parametrica a lui v,, iar
x=1,(t), y=0,(t), z=h,(x), tea,b,] (2.15)

o reprezentare parametrica a lui v, .

Daci ¢:[a,b,]—>[a,b,] este functia care apare in conditia de
echivalenta a drumurilor y, si v,, atunci orice diviziune
A,=(@,=1,<1,<...<1, :bz)

a intervalului [az,bz] este imaginea prin ¢ a unei diviziuni
A =(a,=t, <t <..<t =b,)

a intervalului [a,,b,]. Putem scrie:
= ot ), k=0n (2.16)

Reciproc, oricarei diviziuni A,, ii corespunde o diviziune A, .
De asemenea, din definitia echivalentei drumurilor, avem
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fi(t) = folo(V)], 94(t) =g, [e(t)], hy(t) =h,[o(t)] (2.17)
pentru orice t  [a,,b,].

Putem scrie:

LA1 :i\/[f1(tk)_f1(tkf1 )]2 +[91(tk)_91(tk71 )]2 +[h1(tk)_h1(tk—1 )]2 =

n

=3 T )~ F (5 )P +195 (1)~ 5 (5 P 4105 (5) -y (e P =L, (2:18)

2
k=1

Din (2.18) putem spune ca multimile de numere pozitive {LA1} Si {LAZ}

coincid. Limitele superioare ale sirurilor formate coincid in cazul in care
acestea exista. Prin urmare, cele doua drumuri echivalente au aceeasi
lungime.

Definitie:
Numim curbi in V2 o clasa de drumuri din &° echivalente.

Un exemplu de drumuri apartinand aceleiasi curbe este dat de:

x=t X=21 ]
Yyt y:t,te[O,'l]g,iyz: y:2r,re[0,§}
z=t z=21

Functia continua o: [0,1] - {0%} este definita de (p(t)z % .

Relativ la curbe, se introduc urmatoarele notiuni: imaginea curbei, ca fiind
imaginea unui drum continut de curba; curba simpla, ca fiind o curba care
contine cel putin un drum simplu; curba inchisa, ca fiind o curba care
contine cel putin un drum inchis; curba rectificabila, ca fiind o curba care
contine cel putin un drum rectificabil; lungimea unei curbe rectificabile, ca
fiind lungimea comuna a drumurilor care alcatuiesc aceasta curba si asa
mai departe.

Trebuie sa subliniem faptul ca pentru o curba, notata cu T,
reprezentarea parametrica a multimii I(F) (numita imaginea curbei I') o

dam folosind reprezentarea parametrica a multimii I(y) < &%, unde y este
un drum care apartine acestei curbe.
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Astfel, curba I" o definim prin:

x = f(t)

r:{y=g(t), tefab] (2.19)
z =h(t)
Exemplu:
Sa se determine lungimea curbei I definitd de reprezentarea:
X =acost
I':{y=asint , te[0,2n]; a,b>0 (2.20)
z=Dbt

Folosim formula (2.7) si avem:

27 2n
L(T)= J.\/f’z(t)+ g?(t)+h"?(tdt = Ix/az sin?t+a” cos? t+b2dt =
0 0

2n
=4a2+szdt=2nda2+b2
0

9.3. Inteqgrala curbilinie de primul tip

La aceasta notiune se poate ajunge pornind de la problema determinarii
masei unui fir material greu.

Fie un fir material ce ocupa in &’ imaginea unei curbe T, rectificabile,
data de reprezentarea parametrica

x = f(t)
r:ly=g(t), tefab] (3.1)
z=h(t)

Fie p:I(M)c & - &' functia densitate.
Notam cu F(t) curba rectificabila definita de reprezentarea:
x =f(1)
r(t):{y=g(1), telat]c[ab] (3.2)
z=h(r)
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Lungimea ei, notata I(t), conform (2.7) este data de integrala:

[0 [0+ 2 e (3.3)

Putem spune ca I:[a,b]—>&{+ este o functie crescatoare pe acest
interval.

Fie o diviziine Ac®([ab]), A=(a=t,<..<t, =b) si punctele

& € [tH,tk], k =1,n, arbitrar alese in intervalele corespunzatoare.

Putem afirma ca masa M a firului_material poate fi aproximata prin
urmatoarea suma:

M~ Zp[(&:k) E.‘k)'h(ék)][() (k1)]:GA(p’I) (3.4)

Aceasta este o suma Stieltjes scrisa pentru functiile p, | si o diviziune
Ae < ([ab]).

Evident, masa firului este aproximata mai bine daca consideram diviziuni
A ou A <[a].

Astfel, pentru un sir de diviziuni (An) A e ([a b]) cu I|m||A ||—

)
neN n—

masa firului material este:

M = nch ) jp (t)]dI(t) (3.5)

Prin urmare, masa unui fir material se poate calcula cu o integrala
Stieltjes. Exista si alte probleme care pot fi rezolvate cu o astfel de
integrala; de exemplu problema determinarii sarcinii electrice totale a unui
fir material atunci cand se cunoaste densitatea de repartitie in fiecare
punct al firului.

Fie un domeniu D < & care contine imaginea curbei rectificabile I data
de reprezentarea (3.1) si o functie F:D — Q.
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Definitie:
Dacé exista integrala Stieltjes:
j F[f( (t)]diI(t) (3.6)

atunci spunem ca F_este integrabila Stieltjes in raport cu functia |l in

lungul curbei I'.
Integrala (3.6) o notam

[F(xy.2)l 3.7)

si o numim integrala curbilinie de primul tip a functiei F in_lungul
curbei I

in cele ce urmeazd vom arata ca nici existenta, nici valoarea integralei
curbilinii (3.7) nu depind de alegerea drumului, ci numai de curba T".

Teorema 1:
Fie drumurile y, si v, definite de:
x =f,(t) x =f,(1)
Y19y =gi(t) tefab,], v,y =g,(t) te(a,b,]
z=h,(t) z=h,(7)

si functia F:Dc ¥’ -1, D fiind un domeniu care contine multimea

I(V1)-

Daca drumurile v, si vy, sunt echivalente, atunci existenta uneia
dintre integralele Stieltjes,

I Flf h (£)Jdl () si I [£,() g (ehh, (2l (<)

implica existenta celeilalte precum gi egalitatea lor.

Demonstratie:
Presupunem ca prima integrala exista. Fie

A =(a,=t, <t <t,<..<t =b,)

o diviziune a intervalului [a1,b1]. Functia ¢ care apare in conditia de
echivalenta a drumurilor vy, si y,, asociaza lui A, o diviziune:
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A,=(@,=1,<1,<1,<...<T, =b,)

n

aintervalului [a,,b, ] astfel ca ¢(t, )=, .

s

Fie éke[tk—vtk]' Prin functia ¢, acestuia ii corespunde punctul
Nk € [kawtk] astfel c& n, = (&,).

Din y,~y,, pentru orice tela,b,] avem L(t)=1,(t); f,(t)="1,(p(t));

9:(t) = g (o(t)) si hy(t) = h,(e(t))-
Prin urmare, putem scrie:

iF[f1 (£)9:(ED EIINL (G -1t )] =
=iF[f2(“k)’92(”k)’hz(ﬂk)] L (t ) =1, (t, )]

adica
s, (Fl)=c, (Fl,) (3.8)

Cu observatia ca ¢ este uniform continua pe [a1,b1] rezulta ca in cazul
in care ||A,| > 0, atunci si [A,|| — 0. Concluzia teoremei rezulta din (3.8)
prin trecere la limita.

In leg&tura cu calculul integralei curbilinii de primul tip, demonstram:

Teorema 2:
Daca curba I' definita de reprezentarea:
x = f(t)
r:{y=gt) telab]
z=h(t)

este neteda iar functia F este continud pe un domeniu Dc&f care
contine imaginea lui I' atunci:

[Fx.y,z)dl = TF[f(t),g(t),h(t)Nf’z(t)+ g’ (t)+h(t)dt (3.9)
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Formula (3.9) ne spune ca o integrala curbilinie de primul tip se
calculeaza cu ajutorul unei integrale Riemann simple.

Demonstratie:
Vom folosi rezultatul (1.19) referitor la calculul unei integrale Stielfjes.

Este suficient sa aratdm ca functia crescatoare |:[a,b] - &

()= [{F2()+ 97+ N2 (e (3.10)

are derivata continua pe (a,b).

Intr-adevar, apeland la formula de derivare in raport cu parametrul, a unei
integrale cu parametru, obtinem:

I(t)= F2(t)+ g2(t)+h2(t) (3.11)

Aceasta este continua deoarece f,g,h e C'([a,b])

Atunci, conform (1.19) avem

[F(xy.2)dl= [FIF(t).g(t)h®)]I(t)dt = [FIF(.g(t)hONFZ ) + g2 (O +hZ (H) dt

Aplicatii ale integralei curbilinii de primul tip
Pentru un fir material care este imaginea in & a unei curbe T simple,
rectificabile si p(x, Y, Z) este functia densitate, putem determina:

1) Lungimea firului
L(r)=[d (3.12)

2) Masa firului
M= Ip(x,y,Z)dl (313)
r
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3) Coordonatele centrului de greutate

Xq :1JXp(x,y,z)dI
Mt

Y =$Iyp(x,y,2)dl (3.14)

z, =1IZp(X,y,Z)d|
MT

4) Momentele de inertie
lox = .[(yz + 22)p (x,y,z)dl

r

lov = [ 2% (x.y,2)d (3.15)

r

lo =J‘(x2 +y2+2%)p(x,y,z)dl

T

Prin analogie, se pot da expresiile si pentru celelalte momente de inertie.

9.4. Integrale curbilinii de al doilea tip

La aceasta notiune se poate ajunge pornind de la determinarea lucrului
mecanic.

Fie un segment AB determinat de punctele A(x,,¥1.2,) si B(X,,Y,.2,)
(figura 6)

|

~

- Figura 6 -
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Notam cu T, si T, vectorii de pozitie ai punctelor A si B.
f=xXi+yj+2zk

- - ~ (4.1)
n=X,i+Yy,j+z,K
Fie IE:PT+Q]+RR o fortd constanta care actioneaza asupra unui

punct material ce se deplaseaza pe AB dela A spre B.

Stim ca lucrul mecanic efectuat de forta F este dat de produsul scalar:
L=F-AB=F(;, -7)=

(4.2)
=P(x, —X1)+Q(y2 -y,)+R(z, -2,)

Prin generalizare, fie o curba I' din @f rectificabila, data de
reprezentarea parametrica:

x = f(t)
r:{y=g(t) telab] (4.3)
z =h(t)

un domeniu Dc i’ astfel ca I[)cD si o functie vectoriala
F:Dc > & F=[P,QR].

F-4

o F
— BU(f(b),o(b) (b))
- Mt
Af@ g@h@) MO )

- Figura 7 -

Cand t parcurge continuu intervalul [a,b] de la a la b, punctul

corespunzator, M(t)eI(F) parcurge aceastd multime intr-un sens pe
care-l numim direct. In caz contrar, cand t parcurge continuu intervalul
[a,b] de la b la a, punctul M(t) parcurge I(T") in sens invers.
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Curba I' impreuna cu sensul direct de parcurgere a lui I(F) se ntoeaza
cu I'* . in mod asemanator, se defineste '™ . (figura 7).

Fie o diviziune A € ¢ ([a,b])
A=(a=t, <t <t,<..<t, =b)

si punctele arbitrar alese &, € [tk_1,tk], k=1n

Lucrul mecanic al fortei variabile F ce actioneaza asupra unui punct
material care se deplaseaza pe I(F) in sens direct poate fi aproximat prin

L~ ZP (E)9ENENF(E)~F(t )]+
+ZO (&9 )h(E9(t) - olt )]+ (4.4)
+ZR[f(Ezk)1g(<t:~k)’h(ék)][h(tk)—h(tki1)]

Se observa ca sumele din dreapta sunt sume Riemann-Stieltjes, deci
putem scrie:

L~o,(P,f)+0,(Qg)+c,(Rh) (4.5)

Prin urmare lucrul mecanic este dat de suma a trei integrale Stieltjes.

L~ jp (t),g(t),h(t)]df (t) + jQ )g(t),h(t)ldg(t) +
(4.6)
+ j RIF(t).g(t).h(t)]dh(t)

Definitie:

Daca I este o curba rectificabila orientata, data de
reprezentarea (4.3), daca F:I(')— &, FeC°((I')) si daca exista
integralele Stieltjes:

b

[PIF(®D.a(tyh(®]af(b), [Qlf(t)gthh(t]da(t), [RIF(t).g(t)h(t)]dh(t)

atunci suma lor se noteaza:
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IP(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz 4.7)

se numeste integrala curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale

si
Ein lungul curbei I".

3 ~ ~ 2 - T4 ~
In cazul de fata spunem ca F _este integrabila in raport cu
coordonatele in lungul curbei I".

Observatie:

Pentru integrala (4.7) putem folosi notatia simpla J.IEdF, daca notam:
I

dr = dxi +dyj + dzk

Proprietati:
1) Integrala curbilinie de al doilea tip depinde de sensul de parcurgere a
lui .

r I

2) Daca IE1 Si IE2 sunt integrabile in raport cu coordonatele in lungul

curbei I', atunci si functia 0c1|31+oc2F2 (oc1,ocze@,) are aceasta

proprietate si

[louF, +aF, BF = o, [F.dF + o, [FodF 4.9)
r r

Ir

3) Daca I' =TI, UT, este juxtapunerea curbelor I',I’, iar F este 0 functie

integrabila Tn raport cu coordonatele in lungul curbelor I’ si I,, atunci F
este integrabila in raport cu coordonatele in lungul lui I" si avem
[Fdr = [FdrF + [Fdr

rt T Ty

(4.10)
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4) Daca drumurile rectificabile vy, si y, sunt echivalente (y1 ~ yz) si daca
F este integrabila in raport cu coordonatele in lungul lui y, si v, , atunci
[Fdr = [Far

(4.11)

+ +

Y Y
1 2

In legaturd cu calculul integralei curbilinii de al doilea tip, subliniem
urmatoarea:

Teorema:
Daca I' este o curba neteda data de reprezentarea:
x = f(t)
I:{y=g(t) telab]
z =h(t)

iar F:Dc & —» & (') = D) este functie continua pe D, atunci exista
si sunt egale urmatoarele integrale

jP(x, y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz =
r

T JathhF t)+Qlf(thgthhtg )+ @4.12)
+RIf(t) g(thn(t)h(t)iat

(4.12) ne arata ca o integrala curbilinie de al doilea tip se calculeaza cu
ajutorul unei integrale Riemann simple.

Demonstratie:
Deoarece curba I' a fost presupusa neteda, inseamna ca functiile f,g,h

au derivata continua pe [a,b]. Putem folosi formula de reducere a unei
integrale Stieltjes la o integrald Riemann si obtinem:

[P0y, z)dx = [Pf(t).g(t).h(Df (t)dt
Jaxy.2)dy = [Qlf()g(thh(t]g' (Dt (4.13)

[Rxy,z)dz = [RIf(t)g(hh(t)]n'(t)dt
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Prin adunare, obtinem (4.12).

Exemplu:

Sa se calculeze:
I:'[ydx—xdy+(x2+y2+22)dz (4.14)
undercurba I este definita de reprezentarea parametrica:
x =-tcost+sint
[:{y=tsint+cost tel0,n] (4.15)
z=t+1

in cazul de fata avem:

f(t)=-tcost+sint = f'(t)=tsint
g(t)=tsint+cost = g'(t)=tcost
h(t)=t+1 = h'(t) =1

Aplicand (4.12) obtinem:
| = I[(tsint+cost)tsint—(—tcost+sint)tcost+(—tcost+sint)2 +
0

+(tsint+cost)’ +(t+1)°1dt = J.(3t2 +2t+2)dt =’ +n° +2n
0

/)
)]

9.5. Formula lui Green

Vom studia legatura dintre integrala dubla si integrala curbilinie de al
doilea tip. La inceput, vom trata aceasta problema pentru domenii simple
fatd de ambele axe de coordonate, iar apoi pentru domenii care se pot
descompune intr-un numar finit de astfel de domenii simple.

Fie D < &, un domeniu simplu fata de axa QY (figura 8) definit de:
D={(x,y)e|x<[ably e [o(x)wlx)]

Ve CO([a,b]), (P(X)S \|I(X) pe [a,b]} (5.1)
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- Figura 8 -

Pentru frontiera acestui domeniu folosim notatia, 0D si observam ca este
formata din imaginile a patru curbe:

oD=ABuUBLI/ B/ Ty uBy A UA/ LA (5.2)

Pe frontiera 0D luam ca sens pozitiv de parcurgere, sensul trigonometric
(sensul dat pe 0D de un observator care prin deplasare pe aceasta
curba, lasd domeniul D in stanga, (figura 8).

Lema:
Daca D c i este un domeniu simplu fata de axa OY dat de

oP
(5.1) iar P:D — g este o functie continua si derivabila pe D cu Y

continua pe D, atunci:

[J%E (x,y)xdy = - [P(x,y)dx (5.3)
oD*
Demonstratie:
*) Calculam:
(x) b
” P (x,y)oxdy = I dx I dy = [[P(x w(x))-P(xp(x))]dx (5.4)

**) Calculam
J.P(x y)dx = jP(x y)dx + J-P(x y)dx + J-P(x y)dx + J-P(x y)dx
AB BB, B A1 AA

tindnd seama de reprezentarile parametrice ale celor patru curbe ce
formeaza oD .

x=t = P o :
ae: (170 telael 88N teloblvil)
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x=t — [x=
BA, { T tebel 1A:{ “2 te[vladofal
Obtinem:
[POcy)dx = [P(to(t)dt + [Pt w(t)dt + j P(to(t)-Pty(t)dt (5.5

Din (5.4) si (5.5) deducem:

”ZP(X y)dxdy = — HP(X y)dx
D oy aD*

Fie D — & un domeniu simplu fata de OX (figura 9) definit de:
D={(xy)e&|y elc,dl.xe[u(y),v(y)]

0 (5.6)
u,v e C°([a,b]), u(y)<v(y) pe [c,d]}
¥
dF
o
- Figura 9 -

oD=ELI/F1 U FOF, U FLLLAEL, U ELLE (5.7)
Lema 2:
Daca D este un domeniu simplu fatd de axa OX dat de (5.6) iar

Q:Dc ¥ > este o functie continua si derivabild pe D cu g—Q
X

continua pe D, atunci:
”aQ(x y)dxdy = IQ(X y)dy (5.8)

oD*

Demonstratia este asemanatoare cu cea precedeta.

Teorema:
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Dacd Dc ! este un domeniu simplu fatd de ambele axe de
coordonate, iar P si Q:D — I sunt functii continue si derivabile pe D
oP . oQ
cu — si — continue pe D, atunci:
oy oX
jP(x y)dx +Q(x,y)dy = ”FQ aF’}dxoly (5.9)
ox oy

(5.9) este Formula lui Green pentru domenii simple. Aceasta se obtine
prin adunarea relatiilor (5.3) si (5.8).

Sa consideram acum un domeniu compact D < &2 care se poate scrie
sub forma:

D=D,uD,u...uD,, SimSj =@ pentru i# (5.10)

unde D,..D, sunt domenii compacte, simple fatd de ambele axe de
coordonate.

Fie de exemplu, D =D, uD, UD; (figura 10).

¥
C

- Figura 10 -

Conform formulei (5.9) putem scrie:

”(aQ aP]d xdy ”[GQ alD}dxdy IP(x,y)dx+Q(x,y)dy =
6y OX Gy k= 18D;

= J-P(x,y)dx +Q(x,y)dy

oD*
deoarece pe segmentele AB Si BC apar integralele

jP(x, y)dx +Q(x,y)dy = — _[P(x, y)dx +Q(x,y)dy

AB BA
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[POxy)ax+Q(xy)dy == [P(x,y)dx+Q(x,y)dy
BC CB
Prin urmare, formula lui Green (5.9) ramane valabila si in cazul in care

domeniul compact D & se descompune intr-un numar finit de domenii
simple fata de ambele axe de coordonate.

Exemplu:

Sa se calculeze:
J‘(— x2ydx + xy2dy) (5.10)

Tr

unde T' este cercul X’ +y* =4

In cazul de fata P(x,y) = —x?y si Q(x,y)= xy?.

v\

I(T)

- Figura 11 -

Conform (5.9) obtinem:
| = I(— x2ydx + xyzdy): ”(x2 + yz)jxdy
D

r

Aceasta integrala dubla se poate calcula folosind coordonatele polare:

x=rcos® rel0,2]
: . (5.11)
y=rsind 0e|0,2n]
2 2 2Trr42
I:.c[de!r dr=0|, Zoz&t
(AR
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9.6. Integrala curbilinie independenta de drum

Una dintre problemele importante puse de fizica este aceea a
independentei lucrului mecanic fatd de drum, adicd valoarea lucrului
mecanic sa nu depinda de curba pe a carei imagine se deplaseaza
punctul material, ci numai de capetele acesteia. In acest sens, un
exemplu ne este oferit de forta gravitationala.

Conditii necesare si suficiente pentru ca o integrala curbilinie de al doilea
tip sa& nu depinda de drum ne sunt date de urmatoarea:

Teorema:
Daca Dc&{3 este un domeniu simplu conex, iar F:D — <, F este

continud pe D, IE:[P,Q,R], atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) Exista o functie V :D < I&° — Q diferentiabilé astfel ca
dV(x,y,z)=P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz (6.1)

2) Daca I' este o curba inchisa, neteda, sau neteda pe portiuni,
cu I(T)cD,

j Fdr =0 (6.2)

3) Pentru orice doua curbe cu I(I;)cD si I,)cD care au
capetele in punctele M, si MeD.

jlfdf = jlde (6.3)
ry Iy

Demonstratie:

1) = 3)

Fie punctele fixate, dar arbitrar alese, Mo(Xo,Y0,20)€D si M(x,y,z)eD
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z I(T,) M

=

- Figura 12 -

Fie I, o curba simpla, neteda cu capetele in M, si M data de

reprezentarea:
x = f(1)
[y =9(t) teltyt] (6.4)
z =h(r)

I(lj)c D. Daca tinem seama de conditia (6.1) si de formula de calcul a
integralei curbilinii de al doilea tip, avem:

J'IEdF = IP x,y,z)dx +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
FJ.O_V X, y,z)dx+%(x y,z)dy+—v(x y,z)dz =
(6.5)

janf ovdg ovdh),
oxdt oydt o0z dt

I dr—V[f (ehg(ehh(@], = V(M)-V(M,)

O

Din rezultatul (6.5) constatam ca valoarea integralei IIEdF depinde
ry

numai de punctele M si M, , capetele curbei T;.

Astfel, pentru orice altd curba I', cu I( )CD si capetele in M, si M

obtinem:
jﬁdf =V(M)-V(M,)

3
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3)=>1)

Fie Mo(xo,yo,zo)eD punct fixat, M(x,y,z)eD un punct curent si o
curba cu capetele in M, si M, T}, ,,, cu I(FMOM)C D.

Fie F:D— X, Ife[P,Q,R] functia vectoriald pentru care valoarea
integralei curbilinii pe orice curba FMOM depinde numai de alegerea

punctului M.
Notam:
V(M)=V(x,y,z) = JFdF (6.6)
Tiom
Este suficient sa aratam ca pe multimea D,
gradV(x,y,z) = F(x,y,z) (6.7)
Z M(x,y,2) M'£x+h,y,z)
-7y
Mo - - - -
of| °.--
X
- Figura 13 -
Fie punctul M'(x + h,y,z) e D si avem:
V(x+h,y,z)= Fdr
Fﬁom{mm‘ (68)
Calculam:
V(x+h,y,z)-V(x,y,z) = IIEdF - IIEdF = _[IEdF =
rﬂoMUWM' rV\ZOM javive
x+h (69)
= IP(X, y,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz = '[P(t,y,z)dt
T X

deoarece pentru T, avem reprezentarea:
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x=t
y=y (const) te[xx+h]
z =2z (const)

Cum P este functie continua pe D, putem aplica o teorema de medie
pentru integrala Riemann obtinuta. Deci exista 6 < (0,1) astfel ca:

V(x +h,y,z)-V(x,y,z) =h-P(x + 06h,y,z) (6.10)

Folosim din nou continuitatea Iui P si pentru orice (x, y,z)e D calculam:

i VXHhy,2) - V(x,y,2) limP(x +6h,y,z) = P(x,y,z) (6.11)

h—0 h

Prin urmare, aa—v(x 2 z)= P(x, Y, z) pentru orice (x, y,z)e D.
X

Cu ajutorul unui calcul asemanator, se arata ca:

N =Q si (Z_V =R pentru orice (X,y,z)e D.
z

oy

2) = 3)

Fie I, si I, doua curbe netede avand capetele in punctele M, si MeD
care au imaginile in D. (figura 12).

Notam I' =TI} UT, curba inchisa. Daca presupunem 2) adevarata, atunci
'[IEdF = IIEdF + '[IEdF =0, de unde deducem
rt I Ty
[Fdr = [Fdr
r;

r

3) = 2) rezultda imediat urmand un rationament asemanator
precedentului.
Deci problema studiului independentei fatd de drum a unei integrale

curbilinii de al doilea tip revine la a recunoaste daca expresia de sub
integrala este o diferentiala exacta.
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Teorema:

Daca functiile P,Q.R:D c &3 — 1, D domeniu simplu conex, au

derivatele partiale de ordinul intai continue pe D, atunci expresia:
P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz (6.12)

este o diferentiala totala exacta, daca si numai daca pentru orice
(x, y,z) €D au loc egalitatile:
aP_@ @_6R oR 0P

— = S (6.13)
oy OX o0z oy Ox oz

Demonstratie:

“=" Presupunem ca (6.12) este o diferentiald exacta, deci existtd o
functie V:D — g astfel ca:

dV(x,y,z) = P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz (6.14)
pentru orice (x,y,z)eD.

Rezulta, ca pentru orice (x, y,z) € D au loc relatiile

ﬂzp, &:Q, ﬂZR

(6.15)
OX oy 0z
Deoarece am presupus ca P, Q, R au derivate partiale de ordinul intéi
continue pe D, rezultd ca toate derivatele partiale de ordinul doi ale
functiei V sunt continue pe D. Daca ne referim numai la derivatele
mixte, putem scrie:

V. _oP. oV _aQ

oyox oy = Oxoy  Ox

*V_aQ. oV _R
ozoy 0z oyoz oy
oV _R. GV _oP
oxoz 0z 0zOx  OX

(6.16)

Conform criteriului lui Schwarz referitor la egalitatea derivatelor mixte,
deducem (6.13)

9P _2Q Q_aR. R_oP
oy ox oz oy oOx oz

358

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Maria Piticu

“<" Presupunem ca au loc egalitatile (6.13) si sa aratam ca exista o
functie V :D — I astfel ca
dV =Pdx + Qdy + Rdz

Fie My(Xy,Y4,2,) €D punct fixat si M(x,y,z) € D un punct curent.

Fie functia V :D — g definita astfel

X y z
V(x,y,z)= _[P(t,yo,zo)dt+ jQ(x,t,zO)dt+ J.R(x,y,t)dt (6.14)
Xo Yo 2y
si aratam ca ﬂ(x,y,z) =P(x,y,2).
OX

Conform formulei de derivare a unei integrale cu parametru, avem:

y z

N P(x,Y0.20)+ [ (xtz Hit+ [ Ry, it =
aX Yo aX Z, ax

(6.13)

= P(X,Yy,20)+ ]/‘@(x,t,z0 Xt + j@(x,y,tbt =

Yo y Zy

=P(X,Y4,24)+P(X,¥,2,)-P(X,¥,,2,) +P(X,¥,2) - P(x,y,2,) = P(X,y,2)

Analog, se arata ca v _ Q si V_R.

oy 0z

Deducem de aici, ca functia V a carei diferentiala este cunoscuta, se
poate determina cu ajutorul unei integrale curbilinii de al doilea tip
calculatd pe un drum format din segmente paralele cu axele de
coordonate.

Exemple:

1) Sa se calculeze:

3
| = Ie{(ny + X2y + y—jdx +(x2+y? )dy}
r 3

pe o curba T' din & a carei imagine are capetele in punctele A(1,1) si
B(3.4).
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Verificam mai intai ca expresia de sub integrala este o diferentiala exacta:

3
P(x,y) = ex(2xy + X%y + y—J
3
Q(x,y) =e*(x? +y?)
P _ e*(2x + x% +y?)
oy oP  0Q
=

Q_ (2x+x +y) oy  OX
OX

- Figura 14 -

Alegem r=ACuUCB (figura 14). Reprezentarile parametrice ale celor

doua segmente sunt:

A_C{ ;t < [13] @;{?j te[14]

:j (2xy+x y+de+(x +y )dy}

3

Hzxyu y+y3 de+(x iy )dy}

gk
Y

(2t+t2 jdt+je (9+t2jt =57 —e

2) Sa se calculeze:
l_J-xdx+ydy+zdz

3,
T (x2+y2+zzy

unde I' este o curba din &’ a carei imagine are capetele in punctele

A(1-22) si B(0,3,4).
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in cazul de fata:

P(x,y,z) = X -
x% +y2 + ZZ)A
Q(x,y,z) = Y 7
(x2 +y? + zz) 2
R(x,y,z) = z
x2 +y? + 22)%
si constatam ca
op_Q_ Xy
oy Ox (Xz Ly 422 )%
oQ_oR_ 3yz
0z oy (Xz Ly? +22ﬁ
@ 3 @ _ 3xz
ox 0z (x2+y2+22ﬁ

z
4 B(0,3,4)
C(0,-2,2)
I‘ 7 , D(0,3,2)
A(1,-2,2) | :
1 O |
| )'-2 -+ —- ' t }
o, s Ry - 3 Y
.
1
¥
- Figura 15 -

Alegem curba I" formata din segmentele I' = ACUCDUDB (figura 15).

x=t x=0 x=0
AC:{y=-2 te[10],CD:{y=t te[-23], DB:{y=3 te[24]
z=2 z=2 z=t
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9.7. Exercitii rezolvate

1) Sa se calculeze lungimea astroidei de ecuatie x% + y% =a” ,a>0.

- -

Deoarece astroida este o curba simetrica fatd de axele de coordonate,
lungimea ei se poate calcula folosind numai portiunea din primul cadran

Lzldlz4j'dl

I

Deoarece avem ecuatia astroidei, putem folosi o reprezentare
parametrica luand ca parametru coordonata x

_ X=X
F'{y:(a%—x%%’ x €[0,a] (7.1)

Atunci

L :4Jdl = j.\/1+x‘%(a% —x%)dx = 4a%j.x‘%dx =6a
0

I, 0

2) Sa se calculeze masa wunui fir material de densitate
p(x,y,z)=|x+y+2| care ocupa in & imaginea unei curbe T definité
astfel
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[:x*+y*=4; xy>0
,:y+z=2, vy,z20

-
T4

C

I'=T, UI’ unde {

(S

Masa o calculam conform formulei:
M:J.(x+y+z)dI: I(x+y+z)d|+ J(x+y+z)d|
r

r, T,

Pentru T, care este un sfert al cercului x*+y*=4 situat in primul
cadran, putem folosi o reprezentare parametrica apeland la coordonatele

polare:
X =2c0s06
r,:{y=2sin0 , Oe [o,ﬂ (7.2)
z=0

Pentru T, care este un segment situat, in planul (YOZ), anume pe
dreapta y+z=2, putem da o reprezentare alegand ca parametru

variabila z.
x=0
I,:\y=2-2z, ZE[O,Z] (7.3)
z=2
Atunci

2 2
M= '|.2(cose+sin9)x/4sin2 0+4cos? 9d6+I2J§dz =8+4v2=4(2+2)
0 0
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3) Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale unui fir material
de densitate p(x,y): ﬁ care este imaginea in & a curbei I' data de
reprezentarea parametrica

[x=a(t-sint)

'{yza(1—cost)’

Coordonatele centrului de greutate le calculam conform formulelor
f xp(x,y)dl Iyp(x,y)dl
r

Xg=b——, y =L ——
[Pty [ptxy)i

te[0,2n], a>0 (7.4)

(7.5)

Calculam separat cele trei integrale care intervin in (7.5).

[p(xy)di= [ Jydi =Tm-23

r 0

sin1
2

2n
dt = 2aJ§jsin2 Yot =2nav2a
5 2

2n

J.Xp(X,y)dl = Jx\fydl = '[a(1 —sint),/a(1-cost)-2a

r r 0

2n
- 2a%\2a | (t-sint)sin? ;dt - 2n%a?\2a
0

dt=

t
sin_
2

sinldt =

2n
J-yp(x, y)dl = _[Y«/le = Ia% (1-cost)’” -2a
r r 0 2

2n

_2a% jsin“ldt _12na?+/2a
0 2

Rezulta Xg=Ta, Yq = 6a.

4) Sa se determine momentul de inertie fata de axa OX a unui fir material
de densitate p(x,y) = x? care ocup4 in g imaginea curbei I' definita de
relatiile

= 3t
r:*72% % tco2n], a>0 (7.6)
y =asin®t
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lox = Iyzp(x,y)dl = szyzdl =
r

r

2n
= ja“ sin® tcos® ty/(3acos? tsint) +(3asin? tcost) dt =
0

2n 5
=3a° J‘sin6 tcos® t|sintcost|dt = sa’
0

70

5) Sa se calculeze:

= [(z-y)dx+(x—2z)dy + (y - x)dz

T

unde imaginea in &’ a curbei I' este conturul triunghiului ale carui
varfuri sunt punctele A(a,0,0), B(0,b,0) si C(0,0,c), a,b,c >0

3

C(0,0.¢)

B(0.b.0)

Deoarece T'= ABUBCUCA, integrala o calculam:

£=j+j+j

Cautam reprezentari parametrice pentru cele trei segmente folosind
ecuatiile dreptelor corespunzatoare.
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x =1 x=0
AB:y=- Diip, te[a0]; BC:{y=t , te[b0]
a c,
B z=—2t+c
z=0 b
x=-3t+a
L c
CA:ly=0 , telc0]
z=t
0 0 0
I:J‘(—t b-Pt Jdt+j(t c—gtjdt+_[(at a-2 t]dt:ab+bc+ac
a\a b c\C C

6) Sa se calculeze
| = jyzdx +z%dy + x?dz
r

unde IT) se afla pe sfera x?+y?+2z?=a’ la intersectia cu cilindrul
x*+y?—ax=0cuz>0.

Zh

Putem obtine o reprezentaare parametrica a curbei I' daca folosim
coordonatele cilindrice ale unui punct M(x,y,z) e (") definite prin:

X =rcoso
y =rsinf (7.7)
z=2Z
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impunand conditia ca (7.7) s verifice ecuatia sferei si a cilindrului,
obtinem pentru I" reprezentarea parametrica

X =acos’0
. T T
I':{y=asin6cos0, ee{—z,ﬂ (7.8)
z:a|sin6|
Atunci:

T

2
| = J-[az sin? cos? O(—2acosfsin®)+a? sin? B(acos? 0 —asin? 0)+

T

2

i i

sin® 2 2

+a?cos* e(aucos ej]de =-2a° .[sin3 fcos®0do +a* .[sinz 0cos? 6do —
sin® n n
2 2

T

“n sin® 4

2 2 , s
P J.sin“ 0d0 +a® Icos“ 9|Sme|d9 __ra
P 2

7) Sa se calculeze

I=I(y—z)dx+(z—x)dy+(x—y)dz

r

unde I(I") este situatd la intersectia cilindrului x* +y? =a® cu planul

paralel cu axa QY, 5+E:1, helk

N
,f al ——

Ca si in exemplul precedent, folosirea coordonatelor cilindrice, ne
conduce la urmatoarea reprezentare parametrica:
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X =acoso
[:<y=asind , 0e[0,2n] (7.9)
z=h(1-cos0)
Atunci:

= 2f[(a sin6—h(1-cos0))(—asin6)+(h(1-cos0)—acos0)(acos0)+

+(acos0-asin0)(hsin0)]do =

= T[—a2 sin? 8 +ahsin® —ahsinBcos 6 +ahcos O —

—~ a?h cos20—a?cos?0+ahsinfcosO —ahsin? 0]do =

= 2JZt[—a2 —ah+ahsinb+ahcos6+ahsinbcos0]d6 = —2na(a+h)
0

8) Sa se calculeze:

I:J‘qu2 +Z%dx + 2% + x2dy +/x* + y?dz
r

unde I' este segmentul din & a carui imagine are capetele in punctele
A(-1-1-1) si B(22.2).

Pe segmentul AB, evident avem X=Yy =2z, deci putem folosi

reprezentarea
x=t

M:dy=t, te[-12] (7.10)
z=t

Atunci:

2 0 2
= [372]tdt = =32 [ tdt + 3v2 [ tdt =%
i -1 0

9) Sa se calculeze
I J- y?z%dx + 2x°zdy + 2x°ydz
3 (2x +yz)
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unde I' este o curba a carei imagine are capetele in punctele A(1,1,1) Si
B(2,2,2) si nu traverseaza suprafata de ecuatie 2x+yz=0.

Se constata ca expresia de sub integrala este o diferentiala exacta si

atunci putem calcula integrala pe segmentul AB. Reprezentarea
parametrica pentru 1" este:

x=t
r:iy=t, te[1,2]
z=t

Punctele acestui segment nu apartin suprafetei 2x+ yz =0 caci ar trebui
ca2t+t°=0 deci t=0 si t=-2.
Integrala devine:
2 42
t° + 4t 2
1=

L T
1(t+2)2 3
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CAPITOLUL X

INTEGRALA DE SUPRAFATA

10.1. Panze si suprafete in V"

Expunerea o facem pentru &, extinderea la un spatiu cu un numar
oarecare de dimensiuni putandu-se face cu multa usurinta.

Notiunea de suprafaté este un analog bidimensional al notiunii de curba.
Este, deci, natural ca teoria notiunilor de suprafata si de arie a suprafetei
sa& urmeze pas cu pas teoria notiunilor de curba si de lungime a unei
curbe..

Fie D c & un domeniu compact..

Definitie:
Numim panzi in v° orice aplicatie continua s:D c & — &,
s=(f,g,h)

Aceasta  aplicatie duce un  punct (u,v)eD in  punctul
(f(u,v)glu,v)h(u,v)) e & (figura 1).

Multimea:
I(s)= {(x y,z)e &{3|x =f(u,v)y=g(uv)z=h(uv)v)e D}

se numeste imaginea panzei.

Vom spune ca relatiile:

x =f(u,v)
S: y=g(u,v) (u,v)eD (1.1)
z=h(u,v)

dau reprezentarea parametrica a panzei.
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V 4 gy 3

4
L —»e M(x.1.2)

P(i.v) I(s)

v

'\'C'ir

- Figura 1 -

Fie doua puncte distincte (u,v’) si (u",v")eD. Daca s(u’,v')=s(u",v"),
atunci spunem ca punctul M(x,y,z)el(s) determinat de x=f(u’,v'),
y =g(u,v'), z=h(u,v’) este un punct multiplu al panzei.

Definitie:
Panza s este simpla daca nu admite nici un punct multiplu.

Pentru pénza determinatd de reprezentarea parametrica (1.1), sa
consideram urmatorii determinanti functionali:

Digh). , _Dhf) , _Dlf.g).
A= D(S,v)’ = D) A7 D(u,?/)’

(1.2)

Definitie:
Panza s:Dc &’ >’ data de (1.1) este netedd, daci
f,g.heC'(D) si daca A +B*+C? =0 pe D.

Fie D si D'c & doua domenii cumpacte si panzele s si s' definite de
urmatoarele relatii parametrice:

x = f(u,v) x = o(u,v')
siyy=guv) (uv)eD;s':qy=y(,v) (u,v)eD (1.3)
z =h(u,v) z=0(u,v")
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Definitie:

Spunem ca cele doua panze sunt echivalente (notam s~ s')
daca exista o functie continua si bijectiva ©:D —»D', o= (o, ,)
astfel ca

s(u,v) = s'[o(u,v)], (uv)eD (1.4)

Relatia vectoriala (1.4) este echivalenta cu relatiile scalare:
fuv) = ployuv)o,uv)]
g(u.v) = wle,(uv) o, (V) (15)
h(u,v) = 6[e, (u,v) @, (u,v)]

Observatie:

Se demonstreaza ca:

a) Doua panze echivalente au aceeasi imagine

b) Daca doua panze sunt echivalente si una dintre ele este simpla
(neteda), atunci si cealalta este simpla (neteda).

Definitie:
Numim suprafata in X’ o clasa de panze echivalente (o
notam cu S)

Ca si In cazul curbelor, pentru reprezentarea parametrica a unei
suprafete vom folosi reprezentarea unei panze din aceasta clasa.

De asemenea, vom numi suprafata simpla (neteda), o clasa de panze
simple (netede) echivalente.

Fie, in continuare, domeniul compact D &{2 a carui frontiera, v, este o
curba simpla, inchisa, neteda, sau neteda pe portiuni. Este cunoscut
faptul ca un astfel de domeniu din & este un domeniu care are arie.

Presupunem ca y are reprezentarea parametrica:

y{§:$((tt)) telab] (1.6)

Fie S o suprafata simpl&, neteda din * data de reprezentarea:
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X=X
S:qy=y . (xy)eD (1.7)
z =f(x,y)
Curba I' din &° definita de
x = olt)
Iy =y(t) , telab] (1.8)

z = flo(t) w(t)]

o numim bordura Iui S si o notam bS.

Se constata imediat ca I" este o curba neteda sau neteda pe portiuni si
ca proiectia in planul XOY a multimii I(F) este I(y) (figura2)

i\-l(x,_\, fx.v))

()

X D b (xy)

I(y)

- Figura 2 - - Figura 3 -

Fie o diviziune A e ¢ (D) a domeniului compact D :
A=(D,,D,,....D,) (1.9)

unde D, (k = 1,n) sunt domenii compacte cu proprietatea ca UDk =D;
k=1

DiNnD; =® pentru i=j.

Fie punctele (x,,y, )€ D, arbitrar alese si M, (x,,Y,.f(x,,y,))€l(S).
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Prin punctul M, ducem planul tangent m, la suprafata S si consideram
cilindrul care are drept curba directoare frontiera lui D, si generatoarea
paralela cu axa OZ. Acest cilindru determina pe planul tangent w, un
domeniu T, (figura 3) cu prporietatea ca D, = priyoy, T, -

Daca notam:

T =(nk,(XOY))=(er,OZj (1.10)

unde n, este normala la suprafata S in punctul M, atunci putem spune
ca:
ariaD, =ariaT, -cosy, (1.11)

Putem afirma ca folosind diviziunea A € ¢ (D) am determinat o suprafata
poliedrala:

Q. =

A

T, (1.12)
k=1
a carei arie este
ariaQ, = Y ariaT, (1.13)
k=1

Sa consideram un sir de diviziuni (An)

neN’

A, €% (D) cu lim|a,|=0.n
felul acesta, formam sirul de numere pozitive (ariaQAn )nEN .

Definitie:
Spunem ca suprafata S are arie daca sirul (ariaQAn )neN este

marginit superior. Limita superioara a acestui sir se numeste aria
suprafetei S.

aria$S = lim(ariaQ, ) (1.14)

n—o
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Observatie:

Suprafata S are arie daca toate panzele din care este ea formata au arie.
Valoarea comuna a ariilor acestor panze, este aria suprafetei (ca si in
cazul drumurilor, se demonstreaza ca doua panze echivalente au aceeasi

arie).
Teorema:
Daca S este o suprafata in &’ neteda, dats de reprezentarea:
X =X
S:ly=y (x,y)eD
z =f(x,y)

unde D c & este un domeniu compact cu frontiera neteda sau neteda
pe portiuni, atunci suprafata S are arie si

ariaS :J‘J.w/1+p2 + q2dxdy (1.15)
D

unde ng Si ng
OX oy
Demonstratie:

Fie un punct M(x,y,f(x,y))l(S) si T vectorul sau de pozitie definit de:

F(xy)=xi+yj+f(x,yk (1.16)
Este cunoscut faptul ca normala la suprafata S in punctul M(x,y,f(x,y))
este data de:

gk
ﬁ:%x%ﬂ 0 p=-pi-qj+k (1.17)
y 0 1 q

Daca y = (7,0Z) = (ﬁ,R), atunci:

n-k 1

COSYy = — =
! T OTREr:
1
cosy:m (1.18)
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Cum pentru diviziunea A € ¢ (D) considerata, am notat cu y, = [nk,OZj,

putem afirma ca:
1

— (1.19)
J1+pi+q

of . of
unde p, =&(xk,yk) Sl qy :E(Xk’yk)

COSY, =

Conform relatiei (1.11) retinem ca:

1 ,
ﬁarlaTk (1.20)
V1+Pi +

ariaD, =

si avem

ariaQ, = ariaT, = > \[1+pZ +qZariaD, = o, (F.(x,.y,)) (1.21)
k=1 k=1

in membrul drept al ultimei egalitdti avem o suma Riemann a functiei

F(x,y)=+/1+p® + 0 relativ la diviziinea A € % (D) si la punctele arbitrar
alese (xk,yk)e D,. Deoarece F este continud pe D (compunere de

functii continue), rezulta ca F este integrabila pe D .

Considerand un sir de diviziuni (A,) , cu Iim| =0, prin trecere la
n—oo

An

neN

limita in (1.21) avem
ariaS =limo, (. (x0,yn)= ”\/1 +p? +q*dxdy
D

deci

ariaS = J"[NH +p? +g°dxdy
D
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Exemplu:

Sa se calculeze aria suprafetei data de reprezentarea parametrica:

Il
X < X

X
D:qy (xy)eD
z=x%2+y?

unde D = {(x,y)e &Z‘XZ +y? S&z}

Suprafatd este situatd pe un paraboloid si este delimitatda de planul
z=R.

Domeniul D este discul centrat in origine de raza R.

aria = [[ 1457 + gy = [[ 1+ " + dy’ccy -
D D
- TdeTWrdr - g[ﬁ +aR?) - 1}
0 0

nn

in cele ce urmeaza, vom da o alti forma integralei (1.15) apeland la o
transformare regulata definita prin:

x =o(u,v) \
{y:w(u,v) (Uv)eD*c & (1.22)

unde @,y € C'(D*), D(‘P"")io pe D*.

D(u,v)
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Folosind (1.22), pentru suprafata S obtinem reprezentarea parametrica
x = o(u,v)
S:dy=y(uv) (uv)eD* (1.23)
z = flp(uv) w(uv)]

Calculam:

z_of 2o & oy
ou Op Ou Oy ou
oz of (lcp+8f oy

N e v oy ov

sau mai putem scrie:
oz _of ox +gal

du ox ou oy éau

Gz_of ox ot oy 020
oV OX OV 0y ov
Din sistemul liniar (1.24) deducem:
D(zy) D(x,2)
o D(uv) . of _ D(u,v)
ou"Dlxy) " oy oly) " 1:29)
D(u,v) D(U,V)

Facand schimbarea de variabile (1.22) in integrala (1.15) obtinem:

ariaS = J-J. [1+ p2 +q2dXdy _ '”'\/liD(X,y)il +|:D(y,z):l + |:D(Z,X):| dudv =
D o || D(u,v) D(u,v) D(u,v)
= [[VAZ+B7+C?dudv

Prin urmare, daca suprafata neteda S este data de reprezentarea:

x = o(u,v)
S:dy=vy(v) (uv)eD* (1.29)
z=0(u,v)
atunci
aria$ = [[VA® +B? + C*dudv (1.30)
.
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unde am notat

D(y,0

B= ngzc\f; (1.31)
Do,

C= D(((E,j/l))

10.2. Integrala de surprafata de primul tip

Sa consideram o suprafata din \&° neteds, data de reprezentarea

parametrica:
x = f(u,v)
S:iy=g(uv) (uv)eD (2.1)
z=h(u,v)

unde D c & este un domeniu compact care are arie (frontiera lui este o
curba simpla, neteda sau neteda pe portiuni).

Fie o functie F: I(S) < & — &g, functie continua pe aceastd multime.

Consideram o diviziune A € ¢ (D), definita prin A = (D,,D,,...,D, ) cu D,

n o o]
compacte astfel ca UDk =D si DinDj=® pentru i j.
k=1

Conform relatiilor (2.1) fiecarui domeniu compact D, fi corespunde o
portiune S, din S.

De asemenea, fiecarui punct (uk,vk)eDk ii corespunde punctul
(&m0 ) €IS, ) definit de relatiile:
& =f(uevi)
e =9u Vi) (22)
G =h(uvy)
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Formam suma Riemann:

o, (F.(&m Gy ) ZFék,nk, )-ariaS, (2.3)

Definitie:
Functia F este integrabild pe suprafata neteda S, daca exista
un numér | e {3 cu proprietatea: pentru orice ¢ >0 exista un 5 >0

astfel ca pentru orice diviziune A € < (D) cu ||A| <3, si orice alegere

a punctelor (u,,v, )eD, s avem:

|GA(F’(E’=k1nk’Ck ))_I|<8 (2.4)

in acest caz, numarul | se noteaza

| = j jF(x,y,z)do (2.5)

si se numeste integrala functiei F pe suprafata S.

Observatii:

a) Daca presupunem ca S este o suprafatd materiald, iar F este functia
densitate, atunci integrala (2.5) da@ masa suprafetei materiale.

Daca F ar reprezenta densitatea de repartitie a unei sarcini electrice,
atunci (2.5) ar da sarcina electrica totala distribuita pe suprafata
materiala.

b) Daca consideram un sir de diviziuni (A)) ., A,€%(D) cu
lim|A,|=0, atunci integrabilitatea functiei F pe suprafata S este
nN—o0

asigurata daca exista si este finita limita:

imo, (F.(&n7.61))

n legaturd cu calculul integralei de suprafatd de primul tip, demonstram
urmatoarea:
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Teorema:
Daca S este o suprafata neteda datd de reprezentarea (2.1) si

daca pentru functia F :I(S) — g exista integralele:

l, = ”F(x, y,z)dcs si
l, = ”F[f(u,v),g(u,v),h(u,v)]\/Az +B? +C?dudv

atunci |, =1,.

Demonstratie:
Egalitatea integralelor va rezulta din egalitatea sumelor Riemann
corespunzatoare:

Din (1.30) putem scrie ca:
ariaS, = ”\/Az(u,v)+ B?(u,v)+C?(u,v)dudv
Dy

si pentru ca integrantul este functie continua, putem folosi o formula de
medie pentru integrala dubla, deci exista (uk,vk)e D, astfel ca:

ariaS, =/A2(u,,v, )+B2(u,, v, )+C?(u,,v, )-ariaD, (2.6)
Notam:
& =fluev,)
M = 9(Uy, Vi) (2.7)
& =h(uy,vy)

si calculam suma Riemann:

o, (F. (& )) = ZF(gwnk’Ck)’ariaSk =
k=1

- Zn:F(UK,Vk)‘\/Az(uk’vk)+Bz(uk1vk)+C2(Uk,Vk)'ariaDk _ (2.8)

unde functia H:D — g este:
H(u,v)=F(u,v)- A2(u,v)+B2(u,v)+ C?(u,v) (2.9)

Deoarece am presupus existenta celor doua integrale, iar egalitatea
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6, (F.(&o M-8 ) =0, (H,(u, vy ) (2.10)
se pastreaza prin trecere la limita, rezulta egalitatea celor doua integrale:
_”F(X, y,Z)dG = .”-F(U,V A2 + B2 + CszdV (2_11)
S D
Observatie:

Daca suprafatd S are reprezentarea (1.7), atunci (2.11) devine:

[[F(xy.z)do = [[F(x.yf(x,y)\1+p? + q2dxdy

Aplicatii ale integralei de suprafata de primul tip

1) Calculul ariei unei suprafete S
ariaS = J:[dG (2.13)
S

2) Determinarea masei unei suprafete materiale de densitate p .
M= [[p(xy.z)do (2.14)
S

3) Determinarea coordonatelor centrului de greutate.

X, = & jij,)(x, y,2)do

1
Yo = Mﬂyp(x, y,z)\do (2.15)
S]

z, = % LJZP(X, y,z)do
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4) Determinarea momentelor de inertie:

lox = J;J.(yz +2° )p(x y,z)do
Lov = [[2°p(x . 2)do (2.16)

l, = Lj(xz +y*+2° )p(x y,z)do

Prin analogie, se pot scrie si expresiile momentelor de inertie fata de
celelalte axe sau plane de coordonate.

10.3. Integrala de surprafata de al doilea tip

Fie o suprafata din &, neteds, data de reprezentarea parametrica:

x =f(u,v)
S:iy=g(uv) (uv)eD (3.1)
z=h(u,v)

si notdm cu D* c &, proiectia in planul (XOY) a acestei suprafete
(figura 4).

—

Z 4 1 Y An,

Sih

o ()

VA

L 4

<

(™
- Figura 4 -

Notam bS =T si oD*=T"*.
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Definitie:
Numim fata exterioara (superioara sau pozitiva) a suprafetei
S fata de planul (XQOY), fata pentru care vectorul normala face cu

-

axa OZ un unghi y < g Pentru acesta fata, avem vectroul n, numit

normala exterioara.

Definitie:
Numim fata interioara (inferioara sau negativa) a suprafetei S
fata de planul (XOY), fata pentru care vectorul normala face cu axa

—

OZ un unghi y>g. Pentru acesta fata, avem vectroul n, numit

normala interioara.

Pe bordura I' a suprafetei S putem defini doua sensuri de parcurgere:

a) Sensul direct, sau sensul asociat fetei exterioare a lui S, este sensul
ce corespunde sensului direct pe I' * (figura 4).

b) Sensul invers, sau sensul asociat fetei interioare a Ilui S, este sensul
ce corespunde sensului invers pe T'*.

Astfel, in primul caz spunem ca suprafata E este orientata pozitiv fata de

planul (XOY), iar in al doilea caz, ca suprafata § este orientata negativ
fata de planul (XOY).

Fie o diviziune A € % (D)

A e (D,,D,,...D,), UDk =D, DinD; =® pentru i+ j (3.2)

k=1

Fiecarui compact D, < D, prin relatiile (3.1) ii corespunde o portiune S,
din S.
De asemenea, putem afirma ca diviziunii A € ¢ (D) definite ii corespunde

o diviziune A* e ¢ (D *)

A*€(D,*D,*,...D,*), | JD,*=D*, D*ND;*=® pentrui=j (3.3)

n
k=1

astfel ca
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Dk* = prxovsk (3:4)

Si

ariaD, * = ariaS, cosy, (3.5)

Pentru o functie continua R:I(S)—)&, si un punct arbitrar ales,
(&k,nk,gk)e I(Sk) formam suma Riemann:

GA*(R’ (&k’nkigk)) = Zn:R(ik,nk,Ck)' ariaD, " =

k=1

R(&wnk’Ck)' cosy, -ariaS, =o, (RCOS ¥s (E»k!nk’Ck ))

n
k=1

Retinem egalitatea:

GA*(R’ (ik,ﬂk,ék )) =0y (RCOS Ys (&k’nk’Ck)) (3.6)
Putem face observatia ca pentru un sir de diviziuni (An)neN, A, e® (D)
cu Iim|An =0, pentru sirul de diviziuni corespunzator, (An *)neN,

n—o0

A* €% (D*), avem lim|a, *

n—o0o

=0.

Definitie:
Functia R este integrabila pe suprafata S in raport cu coordonatele x
si y, daca existd un numar | € {Q cu proprietatea: pentru orice £ >0

exista un 5, >0 astfel ca pentru orice diviziune A*=<(D*) cu

proprietatea [A *| < 3, si pentru orice alegere (,,n,,5, )< (S, ) avem:

‘GA*(R’(‘:k!nk’Ck))_l‘ <e (3.7)

in acest caz, notam

| = ”R(x,y,z)dxdy (3.8)
S

si 0 numim integrala de suprafata a functiei R in raport cu x si y.
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Observatie:

Pentru sirul de diviziuni (A, *)

neN

cu lim||A, *||=0, conditia (3.7) revine la
N—o0

a spune ca exista si este finita limita:
limo, (R, (&0, ni. 6 )=

In aceasta situatie, daca tinem seama de (3.6) putem spune ca exista si
limita sumei din dreapta care ne conduce la o integrald de suprafata de
primul tip.

Astfel, obtinem:
[[ROy,z)dxdy = [[R(x,y,z)cos ydo
S S

Se mai pot obtine doué rezultate asemanatoare lui (3.9) considerand, pe
rand, suprafata S proiectabild in planul (YOZ) si apoi proiectabila in

planul (XOZ), folosind functiile continue P si Q:1(S) — &. Obtinem:

LIP(x,y,z)dydz = _LjP(x,y,z)cos ado (3.10)
'LIQ(x,y,z)dxdz = LjQ(x,y,z)cosBdc (3.11)

unde o = (7,0X) si B = (7,0Y).

Daca presupunem ca suprafata neteda S se poate proiecta in cele trei
plane de coordonate, pentru o functie vectoriala F:I(S)— <X,

F= [P,Q, R], putem defini integrala de suprafatd de al doilea tip (integrala
in raport cu coordonatele), notata

j I P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dxdz + R(x,y, z)dxdy = j I'Ed? (3.12)
S S

unde am notat dz = [dydz, dxdz,dxdy]

Prin adunarea relatiilor (3.9), (3.10) si (3.11) obtinem:
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”P(x, y,z)dydz + Q(X,y,z)dxdz + R(x,y,z)dxdy =

° (3.13)

ﬂ [P(x,y,z)cos o +Q(X,y,z)cos B + R(x,y,z)cos y]do
S

Aceasta relatie o putem scrie vectorial mai spimlu, daca notam
n = [cos a,cosB,cosy]

”'Ed%:”'z'ﬁd" (3.14)
S S

Observatii:

a) Integrala de suprafata de al doilea tip depinde de fata suprafetei pe
care se face integrarea

b) Relatia (3.14) ne precizeaza ca o integrala de suprafata de al doilea tip
se calculeaza cu ajutorul unei integrale de suprafata de primul tip.

In cele ce urmeaza, vom da formulele pentru calculul cosinusurilor
directoare ale normalei la suprafata.

*) Daca suprafatd S este data de reprezentarea parametrica:

x =f(u,v)
s:{y=g(u,v) (uv)eD
z=h(u,v)

se demonstreaza ca:
A

+A? +B? +C?
B

+A? +B? +C?
C

++4A%2+B?+C?

Alegerea semnului se face in functie de fata suprafetei pe care se face
integrarea, iar A, B, C sunt determinantii functionali pe care i-am definit la
inceput.

cosa =

cosf} = (3.15)

cosy =
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**) Daca suprafata S este data de reprezentarea parametrica:

X=X
S:jy=y (x,y)eD
z="f(xy)

se demonstreaza ca:

p
cosQL = ————
+1+p2+q°
q
cospp=————— 3.16
+./1+p% +q° (3.16)
-1
cosy=——————
+.1+p2 +q°
of of
unde p=—, q=—.
oX oy
Exemplu:

Sa se calculeze:
”xzdydz + y?dxdz + z°dxdy
S

unde S este fata superioara fatd de planul (XOY) a emisferei
X +y?+z*=a’ (z>0)
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Pentru aceasta emisfera folosim reprezentarea:
X=X
S:iy=y (x,y)eD (3.17)

7= /az_xz_yz

unde D = {(x,y)e &z‘xz +y* < az}

Deoarece pe fata superioara fatd de planul (XOY), y<g, deci

cosy >0, pentru componentele normalei n= [cos o, COos 3,cos y],
folosim formulele:

cosa Z#
—J1+p* +q°
COSBIW (3.18)

cosy=———
—J1+p*+¢°

q
-1
[aZ_XZ_yZ }a2_x2_y2
[aZ_XZ_yZ

a

X
Obtinem: cosa = —, cosB:X si COSY =
a a

Avand in vedere (3.14), integrala de fata devine:

| = J-.[xzdydz+y2dxdz+zzdxdy =1.U(x3 +y* +2z2Ja? —x? —yz)dc
S as

in continuare folosim (2.12) pentru a trece de la integrala de suprafata la
cea dubla.

I=J‘J.[x3+y3 +(a2—X2—y2)3/2]'&=
D

2n a
= Idej[r3 cos® 0 +r3 sin® 6 — (a2 —rz)m]- r__dr=T2
0 o a?-r? 2

4
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Pentru D am folosit reprezentarea in coordonate polare:
D X =rcos6 re[o,a]
“ly=rsin0 0 e[0,2n]

10.4. Formula Gauss — Ostrogradski

Vom pune in evidentd o legatura intre integrala tripla si integrala de

suprafaté pentru cazul unui domeniu compact Qc X’ care are ca
frontiera o suprafata inchisa simpla, neteda sau neteda pe portiuni.
Pentru simplitate, consideram cazul domeniilor simple.

Fie, pentru inceput, un domeniu Q c $ simplu fata de axa OZ, definit
de:

Q={xy.2)e|xy)eDze[p(x.y)w(xy)]}  unde
¢,y €C’(D), o(x,y)<w(xy) pe D

“

4.1)
i

A =
~—1(52) 4 _~ n
[(S3) ]

; I(S1

n

D
SR i

- Figura 5 -

Frontiera domeniului Q este suprafata inchisa S=S,US, US; pentru
care

()= {(xy.2)  &(x.y) €D,z = o(x,y)}
I(S,) {(x,y,z) e @f‘(x y)eD,z= \y(x,y)} (4.2)
(85)= {x.y,2) e &|(x.y) € D,z & [olx,y)w(xy)]
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Propozitia 1:
Daca Q c &’ este un domeniu simplu fata de axa OZ cu frontiera

o suprafata neteda, daca functia R: Q — I are proprietatea ca R si ZR
Z

sunt continue pe Q, atunci are loc egalitatea:
oR
J;J;J'E(x y,z)dxdydz = L_[R(x, y,z)dxdy (4.3)

unde fata pe care se calculeaza integrala de suprafata este precizata prin
normele corespunzatoare. (figura 5).

Demonstratie:
Calculam:

HI (x,y,z)dxdydz = ”dxdy I —xy,z)dz—

- .” [ROGY, wix,y)) =Ry, 0, y))]dxdy

(4.4)

Calculam:

”R(x,y,z)dxdy =”+”+” = ”R(x,y,z)COSychr

+ ”R(x, y,z)cosydo + ”R(x, y,z)cosydo
S, s

Pe suprafata S;, y > g deci cosy <0 si avem

({2 (2

Pe suprafata S,, y <g deci cosy >0 si avem

P2 (3

cosy =—

cosy =
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Pe suprafata S,, vy :g deci cosy=0.

Atunci :
J.J.R(X V. z)dxdy B J-J‘ R(X Y, Z) : do +
()
OX oy
ROV o -~ [[R(x y.px.y )dxdy + (4.5)

e

+[[ROGY wxy)dxdy = IR0y, w(x,y)=R(x, 0(xy))ldxdy

Din (4.4) si (4.5) rezulta egalitatea (4.3).

Tn mod cu totul asemanator se demonstreaza:

Propozitia 2:
Daca Q c &{3 este un domeniu simplu fata de axa OX, frontiera

P
sa fiind neteda si daca P si Z— sunt definite si continue pe Q, atunci:
X

[ l [ z—dedydz - LjP(x,y,z)dydz (4.6)

Propozitia 3:
Dacd Q X’ este un domeniu simplu fata de axa OY, frontiera

sa fiind neteda si daca Q si Z—Q sunt definite si continue pe Q, atunci:
y

j;[j% dxdydz = LjQ(x,y,z)dxdz (4.7)

Bazéndu-ne pe aceste trei rezultate, putem enunta urmatoarea:
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Teorema:

Daca domeniul Q &13 este simplu fata de axele de coordonate,
iar frontiera sa este o suprafata inchisa neteda sau neteda pe portiuni si
dacd functa F:Q > <X, F: [P,Q, R] are proprietatea cd P,QR

oP 0Q oR
— —Q — sunt continue pe €, atunci are loc egalitatea:

ox' oy 0z

IH ap(x Y, Z)+ (X Y, Z)+ (x,y,z) dxdydz =
(4.8)

= ”P XY, z)dydz +Q(x,y, z)dxdz +R(x,y,z)dxdy
S

(4.8) se numeste formula Gauss—Ostrogradski.

Observatii:

1) Formula (4.8) se scrie mai simplu sub forma vectoriala daca notam:
di = [dydz, dxdz, dxdy]

n = [cos a,cosB,cosy]

j (j} j divFdxdydz = js j Fdt = js j Frido (4.9)

2) (4.9) se mai numeste formula flux—divergentd deoarece mtegrala
”Fndc defineste fluxul cAmpului determinat de functia vectoriala F prin

suprafata S.

Exemplu:

Sa se calculeze integrala

| = jijdydz + x?ydxdz + x*zdxdy
S

unde S este o suprafata inchisa determinatd de cilindrul de ecuatie
x?+y?=a’ siplanele z=0 si z=h.
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Daca aplicam formula Gauss-Ostrogradski avem:
1=5 j j j x2dxdydz
Q

Pentru calculul acestei integrale triple putem folosi coordonatele
cilindrice:

X =rcoso re[O,a]
Q:y=rsinod 0 [0,2n] (4.10)
z=2 zZe [O,h]
Atunci:

| = 5j'r3dr2fcos2 edeidz = SnZa“ .
0 0 0

M

10.5. Formula lui Stokes

Aceasta formula stabileste o legatura intre integrala curbilinie in spatiu si
integrala de suprafata.

Fie o suprafatd S din & neteda, orientaté pozitiv fat& de planul (XOY)
a carei reprezentare parametrica este:

x =f(u,v)
S:iy=g(u,v) (uv)eD (5.1)
z=h(u,v)
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Vi

v

/ u

X
- Figura 6 -

Notam:
L =dD (frontiera lui D)
I' =bS (frontiera Iui S)

Daca L are reprezentarea parametrica:

L: {::‘\’/((?) tela,b] (5.2)

atunci pentru I" putem folosi reprezentarea:
x = flu(t) v(t)
rijy= g[ thve)]  telab] (5.3)
= hlu(t) v(t)

Teorema:

Daca S este o suprafata neteda din i’ orientata pozitiv fata
de planul (XOY) data de reprezentarea (5.1), cu f,g,heCz(D), S
daca functia F:I(S)— &, FeC'((S)), F=[P,QR], atunci are loc
egalitatea:

dex+Qdy+Rdz jj(aR aQJd dz+ [6'3 5RJd xdz+ {GQ aF’deoly (5.4)
oy @z oz ox x oy

unde S” este fata exterioara fata de planul (XOY) a suprafetei S.

(5.4) se numeste formula lui Stokes.
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Demonstratie:

Demonstratia consta in trecerea succesiva prin urmatoarele tipuri de
integrale:

el

Calculam mai intai:

P(x,y,z dx(5¥3)bPut,vt ﬁd_u+ﬂd_v dt =
[POxy,z)dx = [Plu(t)v(t)]

oudt ovdt
(5.2) f.Green
= '[P(u,v){gdu+gdv} = H{@[Pﬂ]—@(Pﬂﬂdudv=
L ou ov D LOU\ ov/ ov\ odu

2 2
_ H{@Lpa_f_@ﬂ_pa_f}dudv _
D Louov ouov  ovou ouov

_ ”[@ﬂ_@ﬂ}dwv -]

pLOUOV oOvou D

— @ﬂ_kﬁ@_kﬁﬁ ﬂ:|dUdV=J‘I @(@ﬂ_a_gﬂj_k
OXOv 0Oyov 0zov)ou D | Ooy\ouov ovau

@(ihﬂ_a_hﬂﬂdudv _ ”{_@D“’g) LOPD(hf )}dudv _
0z\ouov ovou o| oyD(u,v) 06zD(u,v)

ov

oPof  oPdg oPoh|af _
OXou oyou ozou

_ ‘[ﬂgB—gc}dudv _ Lj[gcoswm_

—EcoswA2 +B? +Cz}dudv = J‘J‘{@COSB—@COSY}dG =
oy s Loz oy

- Hgdxdz —Z—dedy

Astfel obtinem:

IP(X, y,z)dx = jjﬁdxdz —@dxdy (5.5)
r st 0z oy '
Printr-un calcul asemanator, deducem ca
J.Q(x, y,z)dy = ”@dxdy —@dydz (5.6)
r+ St OX 0z
397

Copyright © DEPARTAMENT ID 2008



Analiza Matematica

'[R(x, y,z)dz = J‘J‘@ dydz ~ R 4xdz (5.7)
r+ St 6y OoX
Prin adunarea relatiilor (5.5), (5.6) si (5.7) obtinem formula lui Stokes
(5.4)
Observatii:

1) Formula (5.4) se scrie vectorial mai simplu daca notam:
dr = [dx,dy,dz]

d7 = [dydz,dxdz,dxdy]

A = [cos a,cosB,cos ]

r[IEdF:_SUrotIE-d%:_SUrotIE-ﬁ-dcs (5.8)

2) Daca S este o suprafata plana, atunci formula Stokes se transforma in
formula lui Green

Intr-adevar, in acest caz
S»>D*

Ir->oD*
T
= =—, =0
a=p=27
F=[P.Q]
si din (5.8) obtinem:

LP(X, y)dx + Q(x, y)dy = ':U (@ - Ejdxdy

ox oy

Exemplu:
Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze:

3,2 3
I:J.—udx+ Xz, dy + xyzdz
3 3
r

unde T este curba situatd la intersectia cilindrului x* +y? =a® cu planul
z =1, parcursa in sens direct.
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X
In cazul de fata:
- 3,2 3 - _
F(x,y,z) = Yz +(u+2jj + xyzk
3 3
- - 3 - -
rotF =(xz—x—Ji +(—£—yz}j +(x?z + y?z? k (5.10)
3 3
a:B:g,y:O,deci A =[0,0/1] (5.11)

Conform formulei (5.8) obtinem:
| = ”(XZZ + yzzz)dcs = ”(xz + yz)dxdy
S D*

deoarece suprafata S se afla in planul z=1.

Folosind coordonatele polare pentru calculul integralei duble, obtinem:
2n a 4
a
= [dofridr ===
0 0 2
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10.6. Exercitii rezolvate

1) Sa se determine aria sferei de raza R.

r -

unde S, este o optime din sfera (luam ABC).

Vom da o reprezentare parametrica a suprafetei S, folosind coordonatele
sferice:
x =Rsin6cos e
T

S, =1y =Rsin0sine (6,@)6D={0,g}><[0,§}
z=Rcosb

Atnci A, = 8[[do =8[[VAZ+BZ +C?dodo
S, D

R 0si —Rsin6
A:D(y,z): cosOsing SINGl _ 22 6in? 6005 0
D(6,¢) |Rsinbcosep 0
—Rsi R 0
B_ D(z,x) _|-Rsing cosOcosg| _ o, Sin? Bsin
D(8,0) 0 ~Rsinfsing
R 0 R 0si
C:D(x,y): cos@cosg  Rcos SIn(PzRZSiHBCOS(p
D(6,9) |-Rsin®sing RsinBcoso
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A% +B? +C? =R?sin0
Atunci:

=8R? | do|sin6do = 4r7R?

sfera

O N |3
o'—.|\) B}

2) Sa se calculeze integrala
2 2 2
X° y° z
= —+-—+—do
L-[ \a* b* c*

unde S este elipsoidul

2 2 2
X z
LSS AN S
a b ¢

Apeland la coordonatele sferice generalizate, pentru suprafata S folosim
reprezentarea

X =asinfcos
S:{y=bsindsing , (6,9)eD=[0,n]x[0,27]
Z=ccosH

in cazul de fata,

in2 2 in2 ta2 2
A? +B2 +C2 =a%b?c? sinze-(Sln Bcos” ¢, sin"6sin” ¢ cos OJ

a® b2 c?
iar
x* y* z* [sinBcos’¢ sin®Osing cos’0
atiat g T 2 * 2 t— 2
b* ¢ a b c
si deci
t sin® 8 cos?® ¢, sin®0sin®¢g cos®0) .
| =abc jdej > +——— [sin0de =
a’ b c
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g g 2 2 2 .2 2
:Sabc.[sinedej£3|n Gc;os ¢, =N ef'n L eJd _
0 0 a b C
—inabc(i+i+i]
3 a’ b®> c?

3) Sa se determine masa unei suprafete materiale de densitate
1
p(x,y,z)=|z| situats pe paraboloidul de ecuatie ZZE(XZ +y2) pentru

0<z<1

R 4

X

M= ”p(x, y,z)do = ”zdc

Pentru S putem folosi reprezentarea parametrica

X = X
S=iy=y . (xy)eD
z= x2+y2)/2

unde D = {(x,y)e &Z‘XZ +y* < 2}

M= ”zdc = ”%(xz +y2 W1+ p? + g%dxdy =
S D
= 1U(x2 +y2 W1+ xZ + y2dxdy
2D

Pentru calculul acestei integrale duble folosim coordonatele polare
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D_{x=rcose re[O,ﬁ]
ly=rsin® 0 e[0,2n]

5 15

2n J2 J2
M= % Idejr3«/1 +ridr= RJFB\M +ridr= (—4\/5 +£jn
0 0 0
4) Sa se calculeze integrala
| = ” xzdydz + yzdxdz + (x2 +y? )dxdy
S

unde S este fata inferioard fatd de planul (XOY) a paraboloidului

z=x"+y?cu0<z<1

(8]

Pentru suprafatd S alegem reprezentarea parametrica:

X=X
S={y=y ., (xy)eD
z=x>+y?

unde D = {(x,y) e &z‘xz +y?< 1}

T . ,
Cum y>§, deci cosy <0, pentru calculul componentelor normalei la

suprafata folosim formulele:
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cosa=—P
N T
CcosP = 9

-1

J1+p? +9°

cosy =

si obtinem:
cosa = 2x ; COSP = 2y ;
J1+4x2 + 4y? J1+4x2 + 4y?
cosy = il
J1+4x2 + 4y
Atunci

do =

1= [[(ox22 + 2v27z — x2 — 2) 1
Lj(xz+ yeer oy /\/1+4x2+4y2
- J"J'(x2 +y? XZXZ +2y% + 1)dxdy
D

X =rcos9 r e [0/1]
D: _
y =rsin@ 0 [0,2x]

= Tdejr:*(Zrz —1)r =2
0 0 6

5) Sa se calculeze integrala

| = ” xyz(xdydz + ydxdz + zdxdy)
S

unde S este fata superioara fata de planul (XQOY) a trunghiului sferic din
primul octant situat pe sfera x* +y® +z° =1
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Pentru S folosim reprezentarea parametrica

X=X
S=1{y=y (xy)eD

z=41-x*—y?

unde D este sfertul de disc definit prin:

D:{(x,y)e&f‘xz+y2 £1,x20,y20}

Cum vy <g, rezultd cosy >0, deci

-1 P E—
COSYZWZ 1—X2_y2

p

coso=———— =X
—J1+p*+¢°
COSB :#: y
—J1+p*+¢°
Atunci

| = Ij(x3yz+ xy’z + xyz®\1-x* —y? )dcs =

S
= ” [X3y +xy® + xy(1 - yz)]dxdy =
D

T

- J.J‘Xdedy = Tsinecosedej'r?’dr 1
D 0 0 8
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6) Folosind formula Gauss Ostrogradski, sa se calculeze integrala:
| = ”x3y2dydz + x%y*dxdz + 3zdxdy
S

unde S este frontiera domeniului marginit de paraboloizii z = x2 +y2 Si
z=6-x*-y*cu0<z<6

e

F(x,y,z) = x®y2i + x?y*j + 3zk

divF = 3x%y? + 3x%y? + 3 =6x%y? +3

| = 3.[J"|.(2x2y2 + 1)dxdydz
Q

(2 poate fi reprezentat ca domeniu simplu fata de axa OZ.
(x,y)eD

Q:
zZe [x2 +y?,6—x? —y2]

unde D ={(x,y)e X +y° < 3

Atunci:
1= 3[[(2x?y? + 1) - 2x* - 2y* Jaxdy
D

Pentru calculul acestei integrale duble putem folosi coordonatele polare
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D_{x=rcose re[O,\/E]
ly=rsin6’  0e[0,2n]
2n J3
=3 [do [(2r* sin? 0cos? 0+ 1)(6 —2r? rdr =
0 0

V3

27 J3
= 6J'sin2 0cos? 0do I(Grs —2r7 )dr +6rcj(6r _2r3)=27m
0 0 0 8

7) Folosind formula Gauss — Ostrogradski sa se calculeze integrala:
| = ”xsdydz + x%ydxdz + x*zdxdy
S

unde S este frontiera unui domeniu din X’ delimitat de sfera
x*+y?+2z* =1 si planele de coordonate x=0, y=0, z=0 (pentru
X,y,2>0)

[ 2

o
N
122

v

o

In cazul de fata:
F(x,y,z)= x%i + x?yj + x?zk
divF = 2X + 2X + 2X = 6X

Rezulta ca
| = 6 [ xdxdydz
Q

Pentru calculul acestei integrale triple folosim coordonatele sferice
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X =rsin@cos ¢ re [0,1]
Q:{y=rsinosing , 0e[0,n/2]
zZ=rcos6 pel0,n/2]

T

2 1
| = [sin edejcoswd@Irzdr :%
0 0

O'ql\)\:l

8) Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze integrala:
| = jydx+zdy+xdz
I

unde T' este cercul situat la intersectia sferei x* +y* +z° =a® cu planul

x+y+z=0, parcurs in sens direct, privind din partea pozitivda a axei
OX.

Za

=1

AN

I(I')

Deoarece x+Y +z =0 este ecuatia unui plan ce trece prin origine, curba

I' va fi un cerc mare pe sfera de raza a. Ea este frontiera discului de
raza a centrat in origine. Vom transforma integrala curbilinie intr-o
integrala de suprafata pe acest disc.

Vom folosi ecuatia planului x+Yy+2z =0 pentru a calcula componentele

normalei

Z=-X-Y

p=2_ 1,q=%- 1, V1+p°+¢* =+/3
OX oy

L S I L I
V3 V3T 43
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In cazul de fata,
F(x,y,z) = yi +zj + xk

rotF=—i—-j -k

Atunci

3 2
I=—\/§Lj‘d6=—na V3

deorece ”dc = na® (aria discului de raza a)
S

9) Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze integrala:

I=I(z—y)dx+(x—z)dy+(y—x)dz

r

unde I' este conturul triunghiului ale carui varfuri sunt in punctele
A(a,0,0), B(O,b,O) Si C(0,0,C) (unde a,b,c >0) parcurs in sensul
ABCA

=l

1SN B(0,b.0)

y

Integrala curbilinie o vom transforma in integrald de suprafatd, unde S
apartine planului ABC

Cautand ecuatia acestul plan de forma mx+ny+pz =1, obtinem cu
usurinta:
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Aceasta ecuatie o folosim pentru determinarea componentelor normalei

la suprafata, tindnd seama de faptul ca y <g.

Z:C( _5_xj
a b

¢ ¢
= Ty
Jiopr— = Ja?b? +b%c? +a’c?
ab
A= bc T ac i+ ab K

JaZb? +b2c? +a%c? Ja?b? +b2c?+a’c?  Ja?b? +b2c? +ac?

F(x,y.z)=(z-y)i +(x-2z)j +(y - xk
rotF = 2i + 2] + 2k

Astfel obtinem:

= 2(bc +ab +ab) Hdc _2(bc +ab +ab) ”dxdy =bc+ac+ab
2

 Va?? +b2c2 +a%c? s ab AGB
, ab
deoarece ”dxdy = aria(AAOB) ="
AOB 2

10) Folosind formula lui Stokes, sa se calculeze
J‘yzdx +z°dy + x%dz
r

unde T' este curba situati la intersectia sferei x*+y*+z*>=a” cu
cilindrul x> +y* =ax (pentru z>0)
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b3

Vom transforma integrala curbilinie intr-o integrald de suprafata unde
suprafatd S este o portiune de pe sferd. Vom folosi ecuatia acesteia
pentru determinarea componentelor normalei avand totodata in vedere

T
faptul ca v < —.
p Y 2

_ /az_xz_yz
=X

— _ -y
b= az_xz_yz’q_ a? —x% —y?
1+p°+q° = - 32 -
a’—-x“ -y
Obtinem
2 2 2
- - - Ja=x"-y -
n:—|+XJ+ Y &
a a a
F(x,y,z)=y?i + 2] + x%k
rotF = —2zi — 2x] - ZyR
Atunci:
” XZ + Xy + y+/a? — x? )dc——2”{—+x+y}dxdy
a‘—-x“-y
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2
: a
unde D este discul x* +y* <ax sau [X_Ej +y?<a?

y

Calculam integrala dubla folosind coordonatele polare:

o. [x=rcoso 0e[-n/2,n/2]
ly=rsing’ r e[0,acos6]
3
Se obtine: P
4
412
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